MATEMATICA

Manual pentru clasa a IX-a



PAGINA TEHNICA



ALGEBRA




Modulul

1 ‘ Recapitulare si completari

1. Multimea numerelor reale

=10, 1, 2, 3, ...} este multimea numerelor naturale.
N = {0, 1, 2, 3, ...} este multimea numerelor naturale nenule.
Z={..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...} este multimea numerelor intregi.
Z = {...—=4,-3,-2,-1,1, 2,3, ...} este multimea numerelor intregi nenule.
Zi =N"= {1, 2,3, ...} este multimea numerelor intregi pozitive.
Z* ={..,—4,-3,-2,-1} este mul}imea numerelor intregi negative.

Dacaae Z si b € Z,atuncia: b= 9 este fractia cu numaratorul a si numitorul b.

bb

b Si— y € sunt echivalente, daca ad = bc. si se SCI‘ICE %

Fractia 3 se numeste ireductibild, daca numerele a si b sunt prime intre ele (@, b) = 1).

F racpnle

Celelalte fractii se numesc reductibile. Multimea fractiilor este {% me Zsine z }
Numerele scrise in baza 10 se numesc numere zecimale.

Numdr rational. Orice fractie este un numar rational, dar doud fractii diferite nu sunt intotdeauna
doud numere rationale diferite. Toate fractiile echivalente cu o fractie datd definesc un numar rational si
numai unul. Un numdr zecimal care poate fi convertit in fractie este un numar ragional.

Multimea numerelor rationale. Numerele zecimale au o scriere pozitionald. Numai numerele zeci-
male cu un numar finit de zecimale si numerele zecimale periodice pot fi convertite in fractii.

Q = {x | x este un numar care poate fi scris sub forma de fractie}.

Teorema. Numirul v/3 nu este rational.
Demonstratia prin reducere la absurd. Se presupune cd 3 este numar rational, adicd poate fi scris

2
ca fractie 1reduct1b11a, , (m,n) =1, (1). Atunci 7 =3, de unde m? = 3n?, (2). (2) implica m = 3k, ke N,

(3). Din (2) si (3) rezulta 9k*> = 3n?, de unde se deduce ca 3k* = n?, (4). (4) implica n =3p, p€ N, (5). (3)
si (5) implica (m, n) # 1, ceeace contrazice (1). Prin urmare, presupunerea ca 3 este numar rational este
falsa, deci numarul V3 nu este numar rational.
Multimea numerelor irationale (I). 1= {x | x este un numar zecimal ce nu se converteste intr-o frac-
tie} =R\ Q. Un numdr zecimal care nu poate fi convertit in fractie este un numdr irational.
Multimea numerelor reale (R)
R = {x | x este un numar rational sau un numar irational}. N C Z < Q c R.

B Exercitii rezolvate
1) Fie 1,24816... Dupa virgula sunt puterile naturale nenule ale lui 2: 2, 4, 8, 16 etc. Numarul este
irational deoarece nu se poate scrie sub forma de fractie.

12 _ 4 326-3 323

- _ g =R+ =Q —

2) 5,(12)=-5 99 5 33 3) 8,3(26)=8 990 8 990"
13 57 1313 575757 . . 1313
4) Pentru a afla cate numere diferite sunt in sirul: — 1770 1717 ° 717 171 se constata ca 717

13- 101 575757 57-10101 57
“17-101 ¥ 717171 5710101 71

Prin urmare, in sir sunt doua numere diferite.



10.

11.

12.

13.

14.

B Exercitii
Copiati si completati propozitiile: a) N={..}, N = {.}.b)Z={.},Z ={..}.c)Q=...d)R=...
Completati si completati propozitiile:

a)Z este..; b)Z este..; c)Q este..; d)Q este.; e)R este..; R este..
Convertiti in fractii ireductibile numerele:

a)—12,(241); b)-34,(1252); ¢)-57,379); d)-71,(6732); d)—189,(1037).
Convertiti in fractie numerele:

a) —28,0(902); b)—67,0(8338); ¢)—95,0(1934); d)—64,0(1905); e)-91,0(4691).
Convertiti in fractic numerele:

a)—15,5(98); b)—21,23(152); ¢)-27,67(4); d)-36,673(7)); e)—38,429(3).

Aflati cate numere diferite sunt in fiecare sir:

7 717 24 116
2 23—, 4,7(24), 4—; b) 16,(24), 16—, 6,12(8), 6—;
a) 23,(7), 39, ,7(24), 990" ) 16,(24) 99 @®) 900
38 661 74 451
8,(37), 8—,1,73(4), 1 —; d) 3,(74), 3—, 8,51(2), 8—.
Aflati cate numere diferite sunt in sirul:
312312 312312312 5757 57575757 142 142142 142142142 142

D 413413 413413413 ) 3383° 33838383° ) 241241241 241 241 241 241
Recunoasteti numerele rationale din sirul:

a) 4,55...; 12,345678...; -98,121212...; ~10,2003000400000...; —66,10345345345;

b) =6,31222...; —13,525252...; —1,49162536...; —6,135753135753 1....

¢) 79,010010001...; 21,024681012...; —29,307307307...;

d) 83,102102102...; 49,074074074...; —67,3821382138213821...; ~82,248163264...

Demonstrati ca:

a) V5 este numdr irational; b) V6 este numdr irational; ¢) \/7 este numdr irational;
d) V10 este numr irational; e) V10 este numr irational; f) {11 este numar irational.
Decideti cati termeni ai sirului nu pot fi scrisi:

a)0,1;0,11; 0,111; 0,1111; 0,11111; O,111111; ...; 0,(1);

b) 0,25; 0,2525; 0,252525; 0,25252525; 0,2525252525; ...; 0,(25);

¢) 0,302; 0,302302; 0,302302302; 0,3023020302302; 0,302302302302302; ...; 0,(302).
Decideti cati termeni ai sirului nu pot fi scrisi:

a) 0,15; 0,155; 0,1555; 0,15555; 0,155555; 0,1555555; ...; 0,1(5);

b) 0,317;0,31717;0,3171717; 0,317171717; 0,31717171717; ...; 0,3(17);

c) 0,7516; 0,7516516; 0,7516516516; 0,7516516516516; 0,7516516516516516; ...; 0,7(516).

1 1 1 1
Fie3,7.Atunci3,7=3+l =3+ —=3+—7F=34+—+=3+ ——7—.
e .. 10 10 3 1 1
Aplicand fractiile — 1+= 1+ = 1+ i
continue, scrieti numerele: 7 7 3 2+ 3
1

a) 15,7, b) 8%6; c) 19?2.

. . 37 1 74
Rezolvati in N ecuatiile: a) x + ——1 = 15 byx+——1 = 55

+ z y + Z

Fie m = abc. Gasiti numerele m pentru care a, ¢ sunt patrate perfecte si b = 2\Vac. Aritati ci aceste

numere sunt patrate perfecte.



2.

Reprezentarea numerelor reale pe axa. Modulul unui numar real

» Reprezentarea pe axd a numerelor reale. Se reprezinti numerele Intregi, numerele rationale,

numerele irationale. Mai jos sunt reprezintate numarul rational —1,5 si numarul irational V2. Aplicand
teorema lui Pitagora, ipotenuza unui triunghi dreptunghic ale carui catete au lungimile 1 si \2 are lun-

gimea \3. In general, pentru a reprezenta pe axd un numdr irational se foloseste aproximarea lui cu un

numar rational.

0 V2 2 3

e Modulul unui numar real. Modulul numarului real x este distanta pe axa numerelor de la 0 pana

la punctul axei ce corespunde numarului real x si

1)

2)

3)

4)

S)

6)

—x, dacax <0
|x|=max {—x,x} = ( 0,dacax=0

x, daca x> 0.
Proprietati ale modulului

D|x|>0,xeR; 2)|x|>x,xeR; 3)|x|>0,xeR; 4)|x|=|=x|,xeR;

5 |xP=x2=|xRLxeR; 6)\Vx=|x,xER; 7)|ab| =]a|-|b|; 8)‘% =J|%|L,aelR;be[R*;
9 |x|<a,x€R, a>0,dacd si numai daca { x€ R |—a<x<a};

10) |x|>a,x€ R, a> 0, daca si numai daca { x€ R | x <—a sau x> a};

I1)|x|>a,x€ R, a>0, daca si numai dacd { x€ R|x <—asaux>a};

12) |[x +y|< |x]|+|y]|, pentruoricex € R,y € R;

) |x|—|y||<|x—y|<|x|+]|y]| pentruoricex€ R,y € R.

H Exercitii rezolvate

Pentru a rezolva in R ecuatia | 3x + 5 | = 4 se aplica proprietatea 4) a modulului.

Seobtine: |3x+5|=4«3x+5=4saudx+5=-4<x=—-0,3)saux=-3.5={-3;-0,(3)}.
Pentru a rezolva in R ecuatia | 7x — 5 | =| 3x + 17 | se aplica proprietatea 4) a modulului. Rezulta:
|7x=5|=|3x+17 | Tx—5=3x+17sau7x—5=-"3x—-17<x=55saux=-1,2. §={5,5;-1,2}.
Pentru a rezolva in R ecuatia | 3x> — 1 | +| x> — 2 | = 3 se observa cd in 0 propozitia este adevarata.
Se obtine S = {0}.

Pentru a rezolva in R ecuatia | 2x + 1|+ |[4x—3 |=0setinecontcd|2x+ 1 |>0si|4x—3|>0.
2x + 1 =0 are solutia — 0,5 si 4x — 3 = 0 are solutia 0,75. Ecuatia | 2x+ 1 |+ |[4x—3|=0are S=0Q.
Pentru a rezolva in R ecuatia | x> — 5x + 4 | = 2 se aplica proprietatea 4) a modulului.

Se obtine: | x* —5x +4 | =2 ¢ x*—5x + 4 =2 sau x> — 5x + 4 = 2. Se rezolva fiecare ecuatie si se

5-\17 5+\/ﬁ}
5 .

’2’ 39
2

Pentru a rezolva in R ecuatia | 2x* + 5 | = | 3x — 8 | se aplica proprietatea 4) a modulului.
Se obtine: | 2x*+5|=|3x— 8|« 2x’+5=3x—8sau2x’+5=8-3x« 2x>—3x + 13=0sau 2x’ +

—3-433 —3+\/§}

4 4

obtine multimea solutiilor ecuatiei initiale: S = {

3x—3=0. Se rezolva fiecare ecuatie si se obtine rezulta: S = {



B Exercitii

1. Reprezentati pe axa numerele: a) 3 ;' b) \/g, c) V6; d) 7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Identificati cate puncte se obtin, reprezentand numerele:
14 _35 6 8

6 . 8
a)5, 7, 5—, 5=, 5, (7); b) 6, 2, 6—, 6—, 5, (2); o) 11, 3, 11—, 11—, 11, (3).
) 50 2500 > ) (2) ) 307 a0 1P G

300 50
Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Modulul numarului a se noteaza ... b) Modulul lui a este ... = max {..}. ¢) Modulul lui b este ... =.
Completati propozitiile:

B

a)|x|>..; b)|x]|...x,..; c)|x]..0,..; d)|x]...]—x]|..
a

e)|x|P=..= ., . DV =, . g) lab| = ...; By ] = s

D|x[<a, .. DIx|>a, .. k) [x+tyl<..; Dilx[=Iyl<..

Rezolvati in R ecuatia: a) | 2x + 12 |=9;b) [4x+15|=6;¢) | Sx+22|=10;d) | 8x+29|=17.
Rezolvati in R ecuatia:
a)[8x—9|=|1lx+6]; b) | I9x—12|=|Tx+32]|; )| 10x—9|=]13x+22
d)[12x—8|=[17x+3|; e)| 12x—15]=|3x+ 18 ; f)[25x—80|=|2x+56
Rezolvati in R ecuatia:

;

) |5 —3[+|92—12]=15; b)|[16x2—5|+[26x2~7|=12; ¢)|38x>—8|+|78x>—9|=17;
d) 62— 13|+ [4—9[=22; e)|5x—43|+|3x-31|=74; |7~ 17|+ |3x>—25|=42.

Rezolvati in R ecuatia:

Q)52 -T -9 -5]=2; b)|22-28]-|9-13]=15; ¢)|132—11|—|62—7|=4;
221542 —-9]=6; )5 —89|—|2x>~54|=35; )| 11— 17|-|2x>-3|=14.

Rezolvati in R ecuatia: a) | 8x + 5|+ [2x—7|=0;b) |9x+4 |+ |5x—8|=0;
¢)|3x+18|+|7x—23|=0; d)|5x+12|+]4x—29|=0.

Rezolvati in R ecuatia:

a)| 7Tx*+2|=4x—T7]; b) |9+ 7|=|3x—5]; ¢)| 8+ 11|=|3x—6];
d)[2x2+27 |=]14x—-9|; e)| 1x*+2]=|5x—2]; e)| 93x2+15|=|5x—15.
Rezolvati in R ecuatia:

a)|x*—4x+1|=3; b) | x*—8+1|=15; )| x*—6x+8|=1;
d)[x*—10x+1|=24; e)|x*—5x+31|=27, f)|x>—18x+1|=44.
Aflati numerele reale x, y, z si ¢ care verifica propozitia:

a)|3x+11|+|8—15|+]18z—15|+|25t—27|=0;

b) | 5x ++/5 |+ [\V7y—14|+|2z—24|+|\131-26|=0.

Aflati numerele reale x, y si z care verificd propozitia:

2) V9’ — 301 + 25 + /255> + 70y + 49 + /812> + 72z + 16 = 0;
b)Y 165 - 8xV/3 +5 V122433 +3 111628237 +37=0.
Aflati numerele reale x, y si z care verifica propozitia:

a) 36x7 —12x+5 + /12137 + 66y + 34 + /92> + 24z +80 = 15;

b) V112 — 2577 +43 +/15y% + 2375 +126 + 172> — 22451 +103 = 27.
Completati sirurile cu termenii care lipsesc:

a) V11, V13, V15, ., V19, V31, ..oy ey

b)v22,v24,V26, ..., V40, V42, ..., ..., .

7



3. Operatii cu numere reale

* Pentru a aproxima cu 0,01 suma 21 + 38 se folosesc aproximatiile cu 0,001 ale celor doi
termeni. Se obtine: 4,582 < V21 < 4,583 si 6,164 < V38 < 6,165. Rezultd: 4,582 + 6,164 < \21 +
+ 138 < 4,583 + 6,165, de unde 10,746 < V21 + 38 < 10,748. Aproximatia prin lipsd cu 0,01 a nu-
marului V21 + 38 este 10,74, iar aproximatia prin adaos cu 0,01 este 10,75.

* Pentru a aproxima cu 0,01 diferenta \78 — V41 se aproximeaza termenii cu 0,001. Se obtine:
8,831 <78 < 8,832 si 6,403 < V41 < 6,404. Rezulta: 8,831 — 6,404 <78 — V41 < 8,832 — 6,403, de
unde 2,427 < V78 —\41 < 2,4295512,42 < 78 —\41 < 2,43. Aproximatia prin lipsa cu 0,01 a diferentei
V78 — V41 este 2,42, iar aproximatia prin adaos cu 0,01 este 2,43.

« Pentru a aproxima cu 0,02 produsul —\31 - 69 se aproximeaza factorii lui cu 0,001. Se obtine:
5,567 <31 < 5,568 si 8,306 <69 < 8,307. Rezultd: 46,239 <31 - V69 < 46,253, de unde —46,25 <
<31 - V69 <—46,23. Aproximatia prin lipsi cu 0,02 a numérului —\31 - V69 este —46,25, iar aproxi-
matia prin adaos cu 0,02 este —46,23.

Proprietati adunarii numerelor reale

1) Asociativitatea: a + (b + c)=(a+ b) + c. 2) Comutativitatea: a + b=>b+ a.

3) 0 este element neutru: 0 +a =a + 0 = a. 4) Opusul numarului a este —a si a + (—a) = 0.

Proprietiti inmultirii numerelor reale

1) Asociativitatea: a(bc) = (ab)c. 2) Comutativitatea.: ab = ba.

3) 1 este element neutru: 1 -a=a -1 =a. 4) Inversul numarului nenul a este i sia- i = i :

5) Inmultirea este distributivd fatd de adunare si scidere: a(b + ¢) = ab + ac, a(b—c) = ab — ac.

a.

Ordinea efectuarii operatiilor

Adunarea si scaderea sunt operatii de ordinul I, inmultirea si impartirea sunt operatii de ordinul II,
iar ridicarea la putere §i extragerea radacinii patrate sunt operatii de ordinul III.

1) Pentru a aduce la forma cea mai simpla o expresie fara paranteze, care contine operatii de mai
multe ordine, se executa operatiile de ordinul III, daca exista, apoi operatiile de ordinul II, daca exista,
si se termind, executand operatiile de ordinul 1.

2) Daca o expresie confine paranteze, atunci se aduc la forma cea mai simpla expresiile scrise in
paranteze, respectand regula 1), dupa care se aduce la forma cea mai simpla expresia care se obtine.
Formule de calcul prescurtat
1. Patratul sumei: (a + b)*> = a*> +2ab + b*. 2. Patratul diferentei: (@ — b)* = a®> — 2ab + b
3. Cubul sumei: (a + b)* =a* + 3a’b + 3ab* + b>. 4. Cubul diferentei: (a — b)* =a* — 3ab + 3ab* — b>.
5. Produsul sumei cu diferenta: (a + b)(a — b) = a*> — b*.

6. Produs egal cu suma cuburilor: (a + b)(a*> — ab + b*) = a* + b>.

7. Produs egal cu diferenta cuburilor: (a — b)(a® + ab + b*) = a* — b°.

B Exercitii

Aproximati cu 0,01: a) V37 + \/@; b) V55 + \/ﬁ; c) \46 + \/g; d) V89 +1[76.

Aproximati cu 0,01: a) V95 —V43; b) V55 —\74; )92 —\66; d)23 —+83.

Aproximati cu 0,02: a) —\58 - V67; b) =78 - Y94; ¢) /79 - \59; d) /86 - 96.

Aduceti la forma cea mai simpla: a) (\/ﬁ +12 )2; b) (W11 ++13 )2; o) (V11 ++14 )2; d) (\/ﬁ +17 )2.
Aduceti la forma cea mai simpla: a) (\/ﬁ 17 )2; b) (\/ﬁ 19 )2; c) (\/ﬁ —21 )2; d) (\/ﬁ —135 )2.
Aduceti la forma cea mai simpla: a) (1 +V7);b) 3 +v2)%; ¢) 2 +3)’; d) (5 +6)".

AU S o



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Aduceti la forma cea mai simpla: a) (1 — \/7)3; b) 3 - \/5)3; c)(2- \/§)3; d)(5- \/3)3.

Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (7L +\23)(V71 -23); ) (VA6 +53)(V46 —\53); ) (V82 +\77)(V82 —\77);
d) (V59 +V69)((V59 —V69); ) (V55 +26)(\55 —26); f) (V55 +26)(\55 —26).
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) @+ 20)E-20T); b)(3+2V3)3-2V3); ) B+3V2)8-3\2); d)(9+3V5)(9-35);

e) (11 +3V7)(11 —37); f) (12 +3v3)(12 - 3v3); 2) (13 +5V5)(13 - 5V5).
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (37 —73)(99 +\73); b) (19— \38)(11 +38); ¢) (35—153)(35 +V53);
d) (14— \46)(16 + \46); e) (99 —23)(82 +23); f) (42— 34)(48 +34).
Calculati cat mai simplu (ab + ac = a(b + ¢)):

a)1,95-3,7+19,5-6,3; b)29,4-3,26+29,4-6,74; c) 32,19 - 83,92+ 32,19 - 16,08.
Calculati cat mai simplu (ab — ac = a(b — ¢)):

a) 8,35-9,6 — 8,35 - 8,6; b) 6,48 - 5,47 - 6,48 - 4,47; c) 74,31 - 94,36 — 74,31 - 84,36.

Calculati cat mai simplu:

a)9,45-3,34+9,45-538+9,45-1,28; b) 16,75 - 1,8+ 16,75 - 2,7+ 16,75 - 3.1 + 16,75 - 2. 4.
Calculati cat mai simplu:

a)65,3-237+653-1,18—65,3 - 1,55; b)3,21-79+321-94-321-25-3,21-4_8.
Calculati cat mai simplu:

a)36:1,7+43:1,7+23:1,7;, b)78:1,9+63:1,9+59:1,9; ¢)84:23+92:23+54:2,3.
Calculati cat mai simplu:

a)3824:73+5715:7,3-2312:73; b)5516:9,1 +4851:9,1—1358:09,1.
Calculati cat mai simplu:

a)1,28-1,75+1,28-1,59 +2,05- 1,75+ 2,05 - 1,59;

b) 16,8 - 16,9 + 16,8 - 16,6 + 16,5 16,9 + 16,5 - 16,6.

Calculati cat mai simplu:

a)23,7-8,95-23,7-2,28+42,9-8,95-429-2,28;

b) 34,9 -9,94 34,9 - 3,26 + 31,7 - 9,94 - 31,7 - 3,26.

Calculati cat mai simplu:

a) 58,7 7,63 —58,7-427—-254-7,63+254-427,

b) 87,5 - 8,03 —87,5-4,65—54,3-8,03 +54,3 - 4,65.

Calculati cat mai simplu:

a) 79,2 -10,22-79,2 - 6,85—-45,9 - 10,22 +45,9 - 6,85;

b) 12,41 - 14,12 —-12,41 - 7,45-5,78 - 14,21 + 5,78 - 7,45.

Calculati cat mai simplu:

a)123-1,15+12,3-1,26 +12,3-0,98 +20,8 - 1,15+20,8 - 1,26 +20,8 - 0,98;

b) 38,6 - 2,32 + 38,6 - 2,57 + 38,6 - 1,79 + 27,6 - 2,32 + 27,6 - 2,57 + 27,6 - 1,79.

Calculati cat mai simplu:
a)15,5-1,49+155-573-15,5-3,86+179-1,49+17,9-5,73—-17,9 - 3,86;
b)37,5-2,27+37,5-8,35-37,5-3,93+37,5-2,27+37,5-8,35-37,5-3,93;

¢) 10,7 - 1,11 +10,7 - 6,73 - 10,7 - 4,49 + 22,6 - 1,11 + 22,6 - 6,73 —22.6 - 4,49;
d)32,8-1,37+32,8-8,74—-32,8-4,45+33,6-1,37+33,6-8,74—33,6-4,45.



4, Puteri cu exponent intreg

1
* Inversul numarului 41° este E . Aplicand inmultirea puterilor, din propozitia 41° - 41° = 1 rezulta:

41° - 41"=41° 9 +x=0,x =—9. Inversul numarului 41° este 41°.

. Aplicénd rezultatul exercitiului anterior, rezulta: inversul lui —29,7 este —29,7';

37
; inversul numarului =

-12 12 12 54
37 54 17 (13 29 3
este =—=]l— | =| =|=| =|2=]|.
54 37 37 \29 13 13
Puterea unui numdrvreal. a - a-a ... a=a" (se citeste ,, a la puterea en*), n € N, a este baza pute-
rii, n este exponentul puterii.  ori
Proprietati
1) aﬂ . an1 — a11+)71; 2) an : am — an—m; 3) (an)m — anm; 4) (ab)n — an bﬂ; 5) (%l — %;
—1, dacé n este numar impar i o
6) (-1)' = Na'=~daciaeR’; 8)a’=1,aeR’;0"nuaresens.
1, dacé n este numar par; a

Ordinea efectuarii operatiilor

Ordinea efectuarii operatiilor intr-un exercitiu fara paranteze in care se executd adunari, scaderi, in-

multiri, impartiri, ridicari la putere si extragerea radacinii patrate se executa:
1) ridicarea la putere si extragerea raddcinii patrate in ordinea in care apar;

2) inmultirile si impartirile in ordinea in care apar;
3) adunarile si scaderile in ordinea in care apar.
B Exercitii rezolvate

125 0%
1) Scrieti 0,125 ca putere a lui 2. Rezolvare. 0,125 = =

1_1
1000 8 2°

1Y 1Y
i3. = =3y’ =37
2) Scrieti ( 2 J ca putere a lui 3. Rezolvare (81) (34j =37y

3) Aduceti la forma cea mai simpli (0,000064° - 257)* : 125’
1 1

Rezolvare. 0,000064 =
15625 5°

4) Aduceti la forma cea mai simpla (— 0,(3)"" - (—243)*)*°".

=273

— 5—6; (5718 . (52)72)4 : (5 ) 5 —88 . 521

5 109

Rezolvare. 0,(3)" = 3%; (-243)° = (3% =3"; (- 0,(3)"" - (-243))* "= (-1)**"= ~1

5) Aduceti la forma cea mai simpla (5 + 3a *)(5 — 3a ).
Rezolvare. Se aplica o formula de calcul prescurtat si se obtine:

9 25a*-9

4

(5+3a)(5-3a?)=25-9a*=25-—=

a a

6) Aduceti la forma cea mai simpla (7 + 6a °)(49 — 424> + 36a°°).
Rezolvare. Se aplica o formula de calcul prescurtat si se obtine:

(7+6a7) (49 — 4247 +36a °) =343 + 216a”° = 343+—;
a

7) Aduceti la forma cea mai simpla (5a™* — 95 )(25a* + 45a*b > + 81b™%).

Rezolvare. Se aplica o formula de calcul prescurtat si se obtine:

125 729

(5a™* = 9b7)(25a " +45a7 b7 + 816" = 12547 — 729b™° = —
a

10

216 3434’ +216

9
a

b6

125b° +7294"
a12b6 °



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

B Exercitii

Coopiati si completati propozitiile adevarate:

a)d d"=..; byd'a"= .. o) (@' = ... d) (ab)' = ...; e) [% =
. | . o
H(-1) =, g a'= o pentru orice ...; ha'=1,a€..
Scrieti ca putere cu exponentul numar natural:
a) 0T x724; b) S5 x793; <) & a a739; d) y17 . y—69 . y754'
Scrieti ca putere cu exponentul numar natural:
1 ~76 —45 1 92 —104 1 88 92 l 33 —121
a) — "x Tix b) — a” :a ™" C) —= "X Tix d)— a”:a”.
) x37 ) a73 ) x46 ) a91

Scrieti ca putere a lui 2: a) 0,25; b) 0,0625; ¢) 0,03125; d) 0,015625.
Scrieti ca putere a lui 5: a) 0,04; b) 0,0016; ¢) 0,00032; d) 0,0000128.
1 1 1

1
Scrieti ca putere a lui 3: a) E; b) %; c) E; d) 187

Scrieti ca putere a lui 3: a) 0,(1); b) 0,(037); c¢) 0,(012345679).

Scrieti ca putere cu baza 2 sau 3 sau 5:

a) (0,0625* - 87)*: 647; b) (0,0016° - 1257)*: 25% ¢) (0,015625° - 16 *)* : 64°; d) (0,(037)° - 27°°): 81'.
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (8 +3a”’)(8—3a”); b) (11 +4a™)(11 —4a™*); ¢)(13+5a7)(13 = 5a"7);
d) (14 +7a7)(14—Ta™); e) (15+8a’)(15—8a™); ) (16 +9a")(16—9a").
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (2+5a7°)(4—10a” +25a"); b) (4 +5a7)(16 —20a”” + 25a");
¢) 3+8a”)(9—24a”’ + 64a "), d) (5+7a")25-35a"" +49a ).
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (2a°—9b7)(4a "+ 18a7°b > + 81b°°); b) Ba* = 5b9a®* + 154 b ° + 25b™"2);
¢)(7a”’—8b7)(49a "* +56a°h”" + 64b™'%); d)(9a*—8bh7)(81a*+72a*b + 64b™").

Aduci‘;i la fgrma cea mai iimplé_: - -

) (\2+(2))5 DB +O3)): @5+(35)); D6 +N6)"): o ((7+(T).
Aduci‘;i la fgrrna cea mai iimplé_: - -

) (V2-(2))5 B((B-(3)N; o(5-(05"5 de-N6)"); o ((N7T-(7)')
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (W11 + (1) s b) (V13 +(V13) )4 ¢) (V15 +(N15))’; d) (V17 +(17) )"
Aduceti la forma cea mai simpla:

A(VT-G1D)7Ys (B -E13)); 9@ 15-(615)5  E17-G17)).
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (2a’—9b7)(4a "+ 18a7°b > + 81b°°); b) Ba7 - 7b)(9a™ +21a7’b™* + 49b7®).
Aduceti la forma cea mai simpla:

) (\2-(2)H2+(2)"  BEB -3 HA3+E3)5 (6 -(\6) 6 +(\6) .

Aduceti la forma cea mai simpla:

a)(1-(V2) (1 +(\2) ' +(V2) > b) (1-(3) )1 +(\3) ' +(3)™
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (1-(V5) A +5) " +(\5)*+(5) b (1~ HA+ET)  + )+ 7).

11



5. Radicali de ordinul doi

« Numirul nenegativ b cu proprietatea b* = a, este radicina pdtratd (radicalul de ordinul doi) a nu-
marului nenegativ a.

« b=Aa (,,b este radacina patratd a lui a sau radicalul de ordinul doi din a*).

 Extragerea rdddcinii patrate este algoritmul prin care se afla radacina patratd a unui numar real
nenegativ.

Proprietati radicalilor

DVNa=baeR,beR,a’=b. 2)(Nay =a,acR_.3)V0=0.4)V1 =1.5)Vi’=|al,a €R,.

6)\/5\@=m,aeﬂ{+,bell{+.7)m:\/m‘M,ael&,bel&,abEO.

\/E a * a V‘a‘ *
8) —=4-a€eR beR, .| =-=—,a€eR_,beR ,ab>0.
)3 e Reb R e R b eR g

« Radicalii de forma a\b , (a si b sunt numere reale nenule) se numesc radicali asemenea. Reducerea
radicalilor asemenea consta in Inlocuirea tuturor radicalilor asemenea cu un singur radical al carui co-

eficient este egal cu suma algebrica a coeficientilor tuturor radicalilor asemenea (a\b are coeficientul a).
—a*bh, daci a <0

\a’b, dacd a > 0
« Scoaterea factorilor de sub radicali. \a’b = |a|\b.
. . .. . L_a\/b X _x(a—\/g)
* Rationalizarea numitorilor unui raport. = . — = .
\b b a+Ab a—b
Radicalii de forma a\b, (a si b sunt numere reale nenule, b > 0) se numesc radicali asemenea.
Reducerea radicalilor asemenea consta in inlocuirea tuturor radicalilor asemenea cu un singur radical
al carui coeficient este egal cu suma algebricd a coeficientilor tuturor radicalilor asemenea (a\/g are

coeficientul a).
{—\lazb, dacaa<0

\/ﬁ, dacda>0.
« Scoaterea factorilor de sub radicali. Daci b > 0, atunci Va*b = |a | b .

« Introducerea factorilor sub radicali. a\b = {

« Introducerea factorilor sub radicali. Daci b > 0, atunci a\b =

B Exercitii rezolvate
1) Efectuati (\/ﬁ —23 )2.
Rezolvare. Patratul diferentei implica: (N47 —\23)’ = (\47)* — 244723 + (\23)’ =70 — 2/1081 .
2) Efectuati (\/E - @)3.
Rezolvare. Se aplica formula cubului diferentei: (V19 —34) = (\19) = 3(\N19)*\34 + 3419(\34)’
— (\34) = 19v19 — 57434 + 10219 — 3434.
3) Scrieti mai simplu: V(x — 76)%,x <71,5.
Rezolvare. Deoarece x — 76 < 0 pentru x < 71,5, rezulta: V(x — 76)*® = |(x — 76)*| = (76 — x)*.
4) Aplicand o formula, efectuati: (\/3— —5)(63 + 538 ).
Rezolvare. Se aplica formula sumei cuburilor si §i rezulta:
(38 — 5)(63 + 538) = (\38 — 5)(38 + 5V38 + 25) = 3838 + 125.
5) Aplicand o formuli, efectuati: (V69 + 10)(169 — 10v69).
Rezolvare. Se aplica formula sumei cuburilor si rezulta:

(V69 + 10)(169 — 10V69) = (/69 + 10)(69 — 10469 + 100) = 69/69 + 1000.

12



B Exercitii

Reduceti radicalii asemenea:

a) 55V31 —67v31; b) 3653 — 77453 ; ¢) 92435 —17235; d) 91147 —9947; e) 4373 — 8173

Reduceti radicalii asemenea:

a) 3815 — 5946 + 81415 —38+46; b) 81429 — 24461 — 72429 — 4161 ;
) 49411 — 93426 — 65V11 —28426; d) 89423 — 5355 — 3942 \F_ 95V55.
a

Completati: a) Dacd a si b sunt numere nenegative, Va - \b = .. b) Dacaa>0sib > 0, Vb =..

4. Efectuati:a) =33 -\34; b) =66 -V67; ) =21 -123; d)—35-33; e)—35-33.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.
21.

22,

Efectuati: a) 8V94 : (24/47); 1) 9496 : (3v48); ¢) 676 : (2v38);  d) 878 : (44/38).

. Efectuati:

a) V99 (91 —19); b) V99 (82 —28); ) V99 (73 —37); d) V99 (\64 — V46).
Efectuati:

2) 211 =V15)2V11 +115);  b) (3V79 ~V87)(3NT9 ++87);  ©) (255 ~\51)(2\55 +51);
d) (3\35 —\93)(3V35 +93);  €) (4\46 —\VAT)(4\46 +\41); ) (5766 —53)(2\66 +153).

f)fi%a ¥ V295 B)(B3+B4)S (B3 +B5)S (BT +33)% o) (V54 +456)"
ff??%? - 35)5 b)(67 —V66) s ©) (29 —\21)%  d) (39 —31): e (92 —98)".
f)fa%d ¥ VI3)s D) (VA3 +447) o (V83 +57)s A (6l +69)s  e) (V83 +87)"
f)f?f/%atf\/ﬁf; b) (\35 —33)’; ) (W71 —79)’; d) (\33 =\37)"
Copiati si completafi propozitiile: a) Daca b> 0, V&b =...  b) Daca b> 0, avb =...

Introduceti factorii sub radical: a) —6y93; b)—3v95; ¢)—2473; d)-571.

Ordonati crescator:

a) 15V7, 185, 6396; b)2145,2243, 5v73; ¢) 3116, 4497, 11413; d) 345, 8423, 17415.
Introduceti factorii sub radical:

a) a'"\79, a < 0; b) b3\29, b < 0; ¢) 61, y<0; d) x™\39, x <0.
Scoateti factorii de sub radical:

a) V1859 ; b) V2816 c) V8125, d)\9225; e) V4851 ; f)V8788.
Scrieti cat mai simplu: a) Va®, a<0; b)\x™, x<0; c¢)Vr*, n<0; d)\b¥, b<0.

Scrieti cat mai simplu: a) Va*; b) e, c) \n’2; d) \/ﬁ

Scrieti cat mai simplu:

a)V(x —21)%¢,x<18; b)\V(a—31)%,a>41; c)V(x—66)*,x<29,5; d)V(a—71)*,a>74,1.
Scoateti factorii de sub radical: a) Va*’; b)\x®; c¢)\Vn;  d) V.

Efectuati inmultirile:

a) (V23 —4)(39 +423);  b) (V37 —5)(62 + 5V37);

¢) (V26 —3)(35+3126);  d) (V46 — 6)(82 + 6:46).

Efectuati calculele:

a) (V51 + 11)(97 — 11~51); b) (33 + 83)(87 — 933); ¢) (V73 + 63)(67 — 8+73);
d) (V39 +99)(73 — 37439); e) (V95 +99)(91 — 1995 ); f) (V34 +99)(28 — 82434).

13



6.

1)

2)

3)

4)

)

14

Rationalizarea numitorilor rapoartelor
y . a _a\b
*Daca b >0, atunm\/g— b
c c(a I) ac—c\/g. c c(a+f) ac+cf
Tatb d-b  d-b a—b  da—b a’—b
c c([ f) c Cl—C\/g‘ c c(x/;+x/_) ca+cb
\/E+f a—>b a-b Ja - \/_ a-b a-b

B Exercitii rezolvate

Aduceti la forma cea mai simpla: 7420 +3+/125 — 44/30.

Rezolvare. Se tine cont ca: 7320 =144/5; 34125 =15V/5; 44/80 = 16+5.
Rezultd: 7+/20 +3+/125 —44/80 =144/5 +154/5 —164/5 = 135.

Va—1 V7-vVa4 28 -V7 13 -+10 16 —+13
V4 \28 \70 V130 208

Va-1_, 1L V7-va_ 1 1
V4 V& 8 Vs VT

Aduceti la forma cea mai simpla: p =

Rezolvare. Se calculeaza suma telescopca. tinand cont ca:

28 V7 13 =410 _ 1 AN6-N13_ 1 1 Rezulta: 1—1_2_0 75
T I T R i R R

1 1 1 1
' i simpla: m = + + ot —
Aduceti la forma cea mai simpla: m \/ 16 29 3-12 195 - 588 °

Rezolvare. Fie s rezultatul de sub radical, (1).

: L 1 1 1 1 1y 1 1 1 _1/1 1)
Se‘;mecontca.I.6 3 1.2 3(1 )2 9°3 7.3 3( 3

4l on o o r 1o 1 _1/1 .
313 4)""’ 195-588 3 195-196 3(195 196)
W5 @=s=3(1-3 53555+ 105~ 196) =31~ 105)~ 05 =~ |

2 373 4 7195 196) 3(0 196) 588 588"
Aﬂati:p:\/ﬁi1+\/§i\/§+ﬁi\/_+"'+\/2024Jlr\/2023+\/2025Jlr\/2024'
Rezolvare. Se tine cont ca: \/51+1 \/25__11_\/5 \/§Jlr\/_ \/E:\z/z_\/g_\/i;

s VB e e VTR VIOE e s =200 20

Rezultd: p=+/2 —1+y/3-v2 +V4 -3+ .. +v2 024 =2 023 +v2 025 —V2 024 =
=V2025-1=45—1= 44.
. 1 1 1 1 1

At T 53 Vit VI0m t v 0al V2005 V2003

Rezolvare. Se tine cont ca: ! =\/§71=‘/§71' ! =\/§7‘/_ ! \/_ \/_ 3
Virl 3T 2 0Eey3 2 Cyieys 20

1 V2023 -2 021 1 V2025 - W 451
erm: 7 ;erm: 5 Deciip=—F5—=22.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

B Exercitii

Copiasi si completati propozitia adevarata: 4

\b

Rationalizati numitorul raportului:

\/g’ ﬁ’ \/§7 ,\/6, \/1—3 b ,\/1_5 b m’
Rationalizati numitorul raportului:
3 5 3 5 8 30
a)—= b— o) = d—= e — DH—= g
w Y@ 9w YW 9w P
Completati propozitiile: a) ¢ b) ¢ _-
B P
Rationalizati numitorul raportului:
4 13 15 8
a ; b)———: c ; d ;
N ) 7 +3 )2 via ) I +vis
Rationalizati numitorul raportului:
6 13 2 4
a ; b) ——; c ; d ;
V52 )\/7—8 '3V TR
Rationalizati numitorul raportului:
1 8 27 39
a ;0 b)y—— ¢ ——; d ;
)3\/§+4 )6\/7+5 " Y3
Rationalizati numitorul raportului:
a) 1 . b) 2 . C) 4 B d) 6 .
2/3-5 5V2-6 207-3 8—3V5’
c
Copiati si completati propozitiile adevarate: a) ———==...;
piati si completati propozif ) NN

Rationalizati numitorul raportului:

a) 2 . b) 3 . C) 6 . d) 5 .
V23 +V17° V41 +V31° V39 +v21° V73 +V11°

Rationalizati numitorul raportului:

a) 5 . b) 4 . C) 2 . d) 6 .
VA7T-V33" T V19-Va6T T Ves—V21T T V59 —V37”

Rationalizati numitorul raportului:

i, 522, 52
V217 V260 V30
5
TR
7 9
e)3+\/1_9’ f)11+\/1_9'
3 2
e)15—\/2_6’ f)16—\/3_5'
29+ 8/13’ 42 +6V17
5 7
Vs it 15w
C
UNPEN
912 . ol
V87 +V77° V06 +V83'
I A
83 -V66~ V65 -V35

g2 L ER NS | B 9 13
V22 +5v2" Vo4 +8Y5 V34l +8Y5T VA2T+ 76 VS13+9Y5 0 V89l +6V6

Rationalizati numitorul raportului:

2 5 6 4 7
a) — b 5 C 5 d T —, ) (¥ — —.
)6\/2_6+5\/ﬁ )8\/2_3+3\/E )2\/237+7\/2—9 )3\/127+8\/5_9 )5\/134+6\/6_1

Rationalizati numitorul raportului:

A B TR 5 g Sy T 9
V877 V85 -3V3 T V623-8/5 T V427-16 U V513-9v5 V891 -6V6

5 4 7 6 8
; h ;1 D] 0k )
& 6V91 — 5V14 )2\/79—5\/11 ) 2V302 - 3V26 D 3v401 — 4v43 ) 4V166 —3V34

Aduceti la forma cea mai simpla:

a) —63/3 +24/48 —54/75; b) ~50v/2 —84/50 +998; ) 9V3 —44/27 - 6/75; d) 124/8 —54/32 —2/98.
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Sinteza

S AU

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,

23.

24.

25.

26.

27.
28.

16

Aproximati cu 0,01: a) V42 ++/56; b) V62 + \73; c)\21 + \34; d) V41 + \82:; e)\/ZWS +V541.
Aduceti la forma cea mai simpla: a) (V83 +V87); b) (V52 +V58); ¢) (V31 +v39)*; d) (V54 +56)’.
Aduceti la forma cea mai simpla: a) (V71 —\79)’; b) (V99 —V91)*; ¢ ) (V53 —V57)%; d) (V99 — 91",
Aduceti la forma cea mai simpld: a) 2 +v3); b)(3+vV5): o (G +yD: d)@+11).
Aduceti la forma cea mai simpla: a) (1 — V13 b) (2 - V14 o) 3-17); 43 -V17).
Aduceti la forma cea mai simpla: a) (\/ﬁ + \/@)(\/971 - \/@); b) (\/& + \/571)(\/@ - \/57),

Scrieti ca putere cu exponentul numar natural: a) x” - x> : x7";  b)x”7 - x ¥ 1 x™.

- 5 1 ~ 1 s
Scrieti ca putere cu exponentul numar natural: a) — *x* :x; b) —5 ca Cra'¥,
x a

Scrieti ca putere a lui 2: a) 0,125; b) 0,0625; c¢) 0,03125; d) 0,015625; ¢) 0,0078125.
Scrieti ca putere a lui 2 sau 5: a) (0,0625° - 87'%)* : 64%%; b) (0,0016% - 1257'")* : 25”.
Aduceti la forma cea mai simpla:

a)(3+7a%)(9—21a®+49a"%); b)(5+6a)25-30a’+36a"*).

Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (4a” —5b™)8a* +20a’b* +81b%); b)(a”>—Tb")(4a "+ 14a” b +49bh™).

Introduceti factorii sub radical: a) —5v43; b)—7v51; ¢)—3V31; d)—643; e)—8v54.
Efectuafi: a) V11 (V15 —v19); b)VII (V37 =29); ¢) VII(V56 —\42); d) V11 (73 —63).
Ordonati crescator: a) 14\/7, 22\/5, 9\/%; b) 31\5, 19\ﬁ, 6169.

Introduceti factorii sub radical: a) a**y28, a <0; b) b \32, b <0; ¢) ¢'™13, ¢ <0.

Efectuati: a) (Y37 +19)s b) (39 +~57)% ¢) (V71 +21)";  d) (V86 +54)"

Efectuati: a) (V65 — V47)";  b) (V85 —=\73)"; ) (V46 —21)";  d) (77 —61)"

Scoateti factorii de sub radical: a) V1395 ; b)+/3408; ¢)~/2296.

Scrieti mai simplu: a) Va™®, a <0; b) \x*,x<0; ¢)\)*,y<0.

Scrieti mai simplu: a) V(x — 53), x <53; b)V(a—67)%,a>67, c)N(34— )%, y>34

Aduceti la forma cea mai simpla expresia: a) (V17 — 5)(42 + 5v17);  b) (42 — 8)(108 + 8v42).
B D 9

Rationalizati numitorul raportului: a) s +3 ‘/‘ﬁ; b) o +7\/7_6; c) 1 4-1\9/§ﬁ

Rationalizati numitorul raportului: a) s 3\/4—7; b) 2 7\/7—6; c) . 1\9/8—7'

24

20
s a) ; b) .
\37 +4/22 83 +/67
: a) 22 . b) 36
_ S o1-4857 T 115488
Aduceti la forma cea mai simpla:

a) —24/847 +44/252 —3,/1008; b) ~74/704 +13,/2 156 —18,/2 475.

Rationalizati numitorul raportului: a)

Rationalizati numitorul raportului

Rationalizati numitorul raportului




Evaluare

I 11
1. Scrieti ca putere cu exponentul numar natural: fii} 1. Scrieti ca putere cu exponentul numar natural:
x104 . x—62 :x—38‘ x112 . x4l4 :x—71.
2. Aduceti la forma cea mai simpla: 71l 2. Aduceti la forma cea mai simpla:
(V59 —\91Y’. (V65 — 85",
3. Scrieti ca putere a lui 2 sau 5: 711} 3. Scrieti ca putere a lui 2 sau 5:
(0,0625" - 1677) : 647, (0,0625"2 - 167%) : 64°"
4. Aplicand o formula, efectuati: 71l 4. Aplicand o formuld, efectuati:
(\23 — 12)(167 + 12423). (\26 — 13)(195 + 13426).
5. Aduceti la forma cea mai simpla: (1] 5. Aduceti la forma cea mai simpla:
~7/704 +14+/539 ~154/891. 194637 +324/468 —22,/1 053.
6. Rationalizati numitorul raportului: (1] 6. Rationalizati numitorul raportului:
46 56

V101-4/78° V127 -4/99°

Puncte 0-5 624 2432  33-55 5665 66-75 7685 8695 96-100

Nota 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Din istoria matematicii

Numerele naturale au fost utilizate inainte de fractii. Conform unor date, fractiile se utilizau cu
2000 de ani i.Hr. In lucrarile lui Arhimede (287—212 1.Hr.) se intilnesc fractii cu numitorii numere
naturale, dar nu se foloseste linia de fractie. In Liber abaci (Cartea abacului), aparuta in 1202,
L. Fibonacci (1170—1250) a folosit pentru prima data linia de fractie. Desi calculele cu fractii erau
cunoscute de greci inca din antichitate, ele nu erau considerate numere. Abia in 1707, I. Newton
(1643—1727) considera in cartea sa Aritmetica universala (1707) fractiile ca fiind numere. Linia
de fractie inseamna impartirea numaritorului la numitor. In general, linia de fractie se foloseste la
scrierea raportului a doud expresii algebrice.

Se stie cd numerele intregi erau utilizate de indieni in secolul VII. Mult timp se efectuau numai
adunari si scaderi. Abia in secolul XVII, dupa introducerea sistemului de coordonate de catre Des-
cartes (1595—1650), numerele intregi negative sunt recunoscute si utilizate ca si cele pozitive.

Numerele irationale au fost desoperite din Antichitate. In secolul VI i.Hr., scoala lui Pitagora a
descoperit ca diagonala si latura patratului sunt marimi incomensurabile.

L. Euler (1707—1783) si I. Lambert (1728—1777) au demonstrat ca numerele zecimale periodice
sunt rationale (reprezentate prin fractii). K. Weierstrass (1815—1897) a construit numerele reale uti-

lizand numere zecimale periodice si cele neperiodice infinite (numere irationale).
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Suplimentar

1.

2.
3.

a) Demonstrati ca: q,(bc)=a +I;—;. b) Generalizati rezultatul de la a).

bedef —be
99900
Fie ecuatia de gradul II cu coeficienti reali ax” + 2b x + ¢ = 0. Demonstrati propozifia:

—b,—V4A, ~b +VA,

Dacd A, >0, unde A = (b1)2 —ac, atunci x, = , six,=

a) Demonstrati ca: a,bc(def)=a+ b) Generalizati rezultatul de la a).

a
Fie sirul 1, 2, 3, ..., 2 025. Micsorati opt termeni ai sirului cu 1. Procedand la fel de un numar sufici-
ent de ori, se poate obtine din sirul initial un sir cu toti termenii 0?

Fie numarul ¢ = 0,21211123112... Construiti un numar irational b cu proprietatea ca ¢ = a + b este
un numar rational.

Aflati numarul ¢ = m — p, daca:

aym=2,(1)sip=0,101001000100001...; b)m=15,3) si p=0,03003000300003...

A M B

AB AM  MB
Aflati numarul de aur, stiind ca el este valoarea raportului 7 daca =

MB “** MB ™~ 4B
Comparati numarul de aur cu numarul y1++/1++v1+....

Fie punctul M situat intre 4 si B, astfel incat AM < MB.

9. Fie numerele naturale nenule n, n + 1 si n + 2. Ce tip de numar zecimal este suma inverselor celor

10.

11.

12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.
20.
21.
22,
23.

24,

18

trei numere?
x+1 x+2 x+2008

X
Rezolvati in R ja: —+ + +..+ =2009.
ezolvati in R ecuatia 5 6 5 2013

+cC . o n .
este un numar ce se afld intre cele doua

. a _c .. a
(Teorema lui McKay) Fie — <—. Demonstrati ca
b d b+d

numere date.
Demonstrati ca orice numadr intreg de forma 19" + 2 este suma a patru patrate perfecte.
Rezolvati in R ecuatia: | Sx—|2x—-3||=12.

7 13 19 2005 1

Demonstrati inegalitatea; —-——.-—- e ——< .
fiineg 410 16 22 72008 " 2011

Decideti daci existd numerele intregi x si y pentru care: (5x +4)' * + (2y — 9)' ** =2 578",
Ordinul unui numir natural n este o(n), numarul cifrelor lui n. Aflati o(o(n)), daca n = 2**”.
Aflati exponentul lui 2 din descompunerea in factori primi a numarului 2 009!, unde n! =1-2-3 ... - n.
. o 1,1 1 1 1 1 1 1 1
A R e SR - = + F e
Demonstrafi propozifia: 1=+ 5= 2009 2010 1006 ' 1007 " 2009 2010
Fie intervalul (a, b) sit € (0, 1). Demonstrati ca p € (a, b), unde p = at + (1 — £)b.

Scrieti cat mai simplu: s =2-2+3-2°+4-2°+ ..+ 101 - 2'™.

Completati 25° = ..., stiind cd: 1’=1;3*=2+3+4;5=3+4+5+6+7.

Calculati rapid: a) 1017 b) 1 002% ¢) 10 003%; ¢) 100 004%; d) 1 000 005°.

Model de calcul rapid. 31 - 39 =1 209 deoarece 1 + 9 = 10, se calculeazda 34=12si1-9=9sise
scrie rezultatul: 1 209. Calculati dupa model: a) 72 - 78; b) 1 013 - 1 017.

Ordinul unui numir natural 7 este o(n) este numarul cifrelor lui . Aflati o(o(n)), daci n = 2°°%.



Pentru concursuri
Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski
Pentru orice numere reale a, a,, ..., a, si b, b,, ..., b _este adevarata propozifia:

2
(ab,+ab,+..+ab) <(a+d+..+a)b;+b+..+b).

Q_ab)< (X a) QX b).

i=1 i=1 =1
Demonstratie. Deoarece suma patratelor oricaror numere reale este un numar pozitiv, atunci pentru

orice ¢ este adevarata inegalitatea: (a, — tbl)2 +(a,— lb2)2 ..t (a,— tbn)2 >0.

Dupa desfacerea parantezelor si gruparea termenilor se obtine:

2 2 2\ 2 2 2 2
(by+by+..+b)t —2ab +ab,+..+ab)+(a ta,+..+a)=>0.
Fie functia de gradul II de forma
A)=B*+ b2+ .+ D) —2ab, + ab,+..+ab)+(@+d +..+d).
() > 0 daca si numai daca are discriminantul A <0. Prin urmare,
4ab +ab, +..+ab) —4d+ad+ . +a)B b .. +b)<0,
2 2 2 2N 72 2 2

deunde (@b, +ab,+..+ab) <(a,+a,+..+a)b, +b,+.. +2bn). i i

Egalitatea se realizeaza pentru zeroul 7, al functieif. (a, —¢b,) +(a,— b)) +..+(a,—1b) =0,

a a

B Exercitii

1. Demonstrati ca pentru orice numere pozitive a,, a., ..., a_este adevarata propozitia:
1 2 n

1 1 1 2

(ata+.ta)—+—+..+—|>n.
1 2 n a] az a
n

Rezolvare. Se aplica inegalitatea mediilor si rezulta:

" 1 1 1
> A —+— —>
a, ta,*..ta =maa,..a, $1a1+a2+”'+a >n
n

1 1 1 2
(ata+.ta)—+—+..+—|>n.
1 2 n al a2 an

2. Demonstrati ca pentru orice numere reale x,, x,, ..., x _sunt adevarate propozifiile:

2 2 2.

a)xx, txx, t..tx x +xx < x tx;t . tx;
2 2 2,
b)xx, txx, +..+tx x < x +tx;+t..+tx;
= 2 2 2 _ <2 2 2 _ T

c)dacax; +x;+..+x =lsiy +y;+..+y =1l atunci: -1 <xy +xp, +..+xy <L
Rezolvare. a) 2x x, + 2x,x, + ...+ 2x x +2x x < 22 L2

n-1""n nl 1 2 n

0§x|2+x22—2x1x2+x22+x32—2x1x2+ e tx +x0-2x x X +x-2xx
2 2 n— n B n-1""n n, 1 nl
0<(r,—x) +(x,—x) +..+(x,  —x) +(x, —x).

Ultima inegalitate este adevarata, deci §i cea initiala este adevarata.
b) Rezulta din inegalitatea de la punctul a).

n n

¢) In inegalitatea (Z X, yl.)2 < (Z xiz) (z yl.z) se Inlocuieste z xf =1si Z yl_2 =1 si rezulta:
i i=1

i=1 i=1 i=1 i=1

(z xiyl.)2 <l,deunde-1<xy +xy,+..+xy <1

i=1
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lul

22 ‘ Rapoarte algebrice

1. Notiunea de raport algebric

. .. 4x*— 15x + 25
Fie expresiile: 9a° — 5a%b + 5,85°, (3m® + 9n*)(49m'" - 28m*n + 16b%), % (129"~ 5¢°) :
54°—91h* + 29
18 9 4 5
(144p™ + 60p°q” + 25¢°), N+ 2B

54°—91b° + 29
2la + 2b°
Un raport algebric are numitorul si numaratorul expresii algebrice care contin variabile.
. 2a*—9b Cm g . 2-3°-9(-2) 18+18
36Fle ra;ortul 34100 Pentru a = 3 si b = -2, valoarea raportului este 13124 918

=17 Zﬁ' Valoarea unui raport se calculeaza numai pentru valorile variabilelor pentru care numitorul

raportului are valoarea un numar diferit de 0.

. 3x® —2x
Fie raportul 15

sibile (DVA) al raportului este R \ {—5}.
Descompunerea in produs a unei expresii algebrice

1) 35x%°—25x%" = 5x%° = 5x %y (7x* — 5xp* — p*).

2) (x+3)—2(x+3)-3x(x+3)=(x+3)[(x+3)-2x+3)-3x]=(x +3)(x*+6x+9-2x—6—-3x) =
=(x+3)(x*+x+3).

3) x(2x —3y)* = 5x%(2x — 3y)’ = x(2x — 3y)’(2x — 3y — 5x) = x(2x — 3y)’(-3x — 3y) = —3x(2x — 3y)’(x + y).

4) 3x*—2xy+3xy—2y° =(3x>—2xp) + Bxy’ —2y°) =x(3x — 2y) + y*(Bx — 2y) = 3x — 2)(x + y?).

5) 9x*+ 6xy —3xz —6xy’ — 4y’ + 2z = (9x> + 6xy — 3xz) — (bxy” + 4y> —2zp?) = 3x(Bx + 2y — z) —
—2y’Bx+2y—2)=(3x+2y—2)(3x + 2p?).

6) x*+(a+bx+ab=x>+ax+bx+ab=x(x+a)+bx+a)=(x+a)x+b).

7) x*+6x+5=x>+5x+x+5=x"+50)+@x+5)=x(x+5+x+5=(x+35x+1).

8) 6x°—x—1=6x"—-3x+2x—1=(6x"—-3x)+(2x—1)=3x2x— 1)+ (2x—1)=2x— )(3x + 1).

9) 4x>+ 12x+9=2x7+2 (2x)(3) + 3y =(2x +3)~

10) 3x2— 14~/3 x +49 = (V3 2= 2(\30)(7) + (7> = (N3 x - 7).

11) 125x3 +225x% + 135x + 27 = (5x)° + 3(5x)*(3) + 3(5x)(3)* + (3)’ = (5x + 3)°.

12) 216x° — 756x %y + 882xy> — 343y° = (6x)’ — 3(6x)*(7y) + 3(6x)(Ty)’ — (Ty)’ = (6x — Ty)’.

Dintre expresiile enumerate mai sus, numai este un raport algebric.

. Pentru x = —5, numitorul raportului are valoarea 0. Domeniul valorilor admi-

13) 256x*—49y* = (16x + 7y)(16x — 7y). 14) 729x° + 64 = (9x + 4)(81x > — 36x + 16).
15) 125y° =216 = (5y — 6)(25y* + 30y + 36).
B Exercitii

2xX*—3x+4 b) 3a*—71a’ + 31
x+2 Sa—72b
X’ —2x a’—9a 3x+4 7z +5
x+3 ) 2a-5 R N T PR
3. Descompuneti in factori: a) 4x’ — 2x%; b) 9x* — 15x7; ¢) 15x"” + 2x"'; d) 38x*" + 17x%; ) 35" — Ty™.
4. Descompuneti in factori: a) 3x(x +2) — 11(x + 2);
b) 6x(3x +5) — 51(3x + 5); ¢) 8x(5x +9)— 17(5x +9); d) 15xBx +7)— 11(3x + 7).

1. Enumerati numaratorul si numitorul fiecarui raport algebric: a)

2. Aflati DVA in R pentru: a) >

20



10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.

30.
31.

Descompuneti in factori: a) 2x*(3x —2) — 15x(3x — 2);

b) 4y*(5y — 6) — Ty(5y — 6); ¢) 7x*(11x—9) - 3x(11x—9); d) 22y*(8y —3) — 31(8y — 3).
Descompuneti in factori: a) (3x — 5y)" — (3x — 5y);

b) (8x — 3y)’ — (8x — 3y); ¢) (5y —82)° — (5y — 82); d) 3m—="Tp)* = (3m—Tp).
Descompuneti in factori: a) 3(31x — 13m)* — (31x — 13m);

b) 6(5x — 13y)* — (5x — 13y); ¢) 9(8m — 9p)* — (8m — Yp); d) 11(7x — 62)* — (7x — 62).
Descompuneti in factori: a) 3x(y +5) —2y(y +5) + 9(y + 5); b) 2x(a —3) —4y(a —3) + 3(a — 3);

)8x(z—9)—59(z—9)+9=z—-9); d)7z(z+2)—9y(z+2)+27(z+2).

Descompuneti in factori: a) 3a(x + 15y) — 2b(x + 15y); b) 2p(3a + 13b) — Ip(3a + 13b);

¢) 18a(3¢ + 7d — 4)— 136(3c + Td — 4); d) 24x(m + 6p— 9) — 23y(m + 6p —9).
Descompuneti in factori: a) 3(6x — 5y)* — 8p(6x — 5y); b) 12(9m + 13p)* — 7b(9m + 13p);

¢) 17(15a + 8b—dy* — 19p(15a + 8b — d); d) 41(5x + 9y — 32)* — 15a(5x + 9y — 3z).
Descompuneti in factori: a) 4a(m*+2p —4) —5b(m* + 2p — 4);

b) Tp(c” + 3) — 4g(c® + 3); 0) Sx(x® + 4) — T2(x> + 4); d) 8y(y> + &) — 22(y> + 4).
Descompuneti in factori: a) 2(b*+ 8)* — 5y(b* + 8);

b) 3(x* + 7)* = 8y(x* + 7); ¢) 6(m’ +9)* —2p(m° + 9); d) 17(a* + 11)* = 19b(a* + 11).
Descompuneti in factori: a) 3(a”>+a+ 6)’—5x(a*+a+6);b)8(p° +p+ 57> —2z(p* +p +5);
c)Sa(p*—p+ 1) =3yp*—p+1); d) 23y(n*+n+ 1y —43z(n> +n + 1).
Descompuneti in factori: a) 3x(9x + 2y — 11z) —35y(9x + 2y — 11z); b) 7x(x + 11y) — 9y(x + 11y);
¢) Ta(bh + 29¢) — 152(b + 29¢); d) 37x(3a + 8b) — 51¥(3a + 8b).
Descompuneti in factori: a) 3x*+ 6xy + 2xy + 4y ?;

b) 5x* + 10xy + 5xy + 10y7; ) 12x* + 3xy + 8xy + 2p% d) 7o + 14y + Txy + 1497
Descompuneti in factori: a) 3x>—9xy + 6xy—18y%  b) 2x>— 12xy + 5xy — 30y

¢) 15x° = 3x’y + 25xy — 5% d) 8x’ — 24x%y + Txy — 21y°.
Descompuneti in factori: a) 3a* + 2a’h — 6ab—4b*;, b)2a’ + 14a’b — 5ab—35b%;

c) 18a* —3a’b + 30ab — 5b°; d) 36a’ — 12a’b + 63ab — 21b°.
Descompuneti in factori: a) 4m’ — 5m’n — 12mn’ + 15n%;

b) 33p’ — 11p’°q — 24pq’ + 8¢*; ¢)3a’ —7a’b—9ab® + 21b% d) 4a’ — 5a’b — 16ab’® + 20b°.
Descompuneti in factori: a) p’ —2p*> + 3p + p’q — 2pq + 3q; b) m’ = 3m* + 5m + 2m*n — 6mn — 10m;
¢)a’—4a*+9a+3a’b— 12ab — 27b; d) 5p* —2p* + 3p + 15p°qg — 6pq + 9q.
Descompuneti in factori: a)x” + 11x + 28; b) x* + 12x + 35; ¢) x* + 19x + 90; d) x* + 23x + 60.
Restrangeti: a) m* —2\7m +7;b) p* —2\5p + 5;¢) ¢* — 26 g + 6; d) n* —2+3n + 3.
Descompuneti in factori: a) x* —4y*; b) 4x* — 9y*; ¢) 16y* — 2% d) a* — 815"

Descompuneti in factori: a) p° + 6p’q + 12p°q” + 8¢°;

b) m" + 9m®n + 27m'n* + 27n’;  ¢) 64a’ +48a°h + 12a°b° + b’;  d) &+ 15¢°d° + T5¢d® + 125d°.
Descompuneti in factori: a) 343x° — 147x"y + 21x%* — %;

b)y’ — 12y2° + 48y°z* — 64z°  ¢) 216m’ — 108m°n + 18m°n® —n’; d)n’ —15n'p + 75n°p* — 125p°.
Descompuneti in factori: a) 1331u°— 8v’; b) 343p° —274°; ¢) 125d° — 64¢’; d) 64c¢® —27d°.
Descompuneti in factori: a) 2164’ + 8b%; b) 64c’ + 27d°; ¢) 343m> + 8n°; d) 1251 + 64p°.
Descompuneti in factori: a) 729x° + 54x° + 1; b) 64)° + 16)° + 1; ¢) 2> + 162° + 64; d) u'> + 2u’v'* +v*.
Descompuneti in factori: a) x** — 2x'?y %+ y'%; b) x° — 540 + 729; ¢) x*y"* — 2x"3° + 1.
Descompuneti in factori: a) p* — 5p* + 6; b) ¢* — 7¢> + 12; ¢) m* — 9m* + 18; d) n* — 11n* + 28.
Descompuneti in factori: a) m® —28m’ + 27; b) n° — 7n’ — 8; ¢) p° —26p” —27; d) ¢° + 19¢° — 216.
Descompuneti in factori: a) x* — 29x* + 100; b) x* — 13x* + 36; ¢) x* — 25x* + 144; d) x* — 41x" + 400.
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2. Amplificarea rapoartelor. Simplificarea rapoartelor

» Amplificarea rapoartelor. Amplificarea unui raport consta in Inmultirea cu aceeasi expresie a nu-
maratorului si a numitorului raportului. Rezultatul amplificarii unui raport este un raport egal cu raportul
initial in domeniul valorilor admisibile pentru ambele rapoarte.

x+6

"0 3y 3x(x + 6) 3% + 8x

X+5 (@+5x+6) x+llx+3
primul raport.

 Simplificarea rapoartelor. Simplificarea unui raport consta in Tmpartirea la aceeasi expresie a

0 pentru DVA=R\ {—6,—5}. R\ {—6, -5} este DVA pentru

numaratorului si a numitorului raportului. Rezultatul simplificarii unui raport este un raport egal cu
raportul initial in domeniul valorilor admisibile pentru ambele rapoarte.

B Exercitii rezolvate

1) 72x5y7z9(9xyz _ 824. 2) 5x273x+7 _ 5x273x+7 (5x‘—3x+7:L
81x°7 9xy” 2 155 = 9x" + 21x  3x(5x°—3x +7) 3x
3 w25 P es)er- 5% 7 2645
4x —20x" + 25 2x"—=5) 2x° =5 .
§ a1l :(3x3+13)(3x33—1)(3x o Wl
27x" —297x° + 1 089x’ — 1 331 (3x’—1) (3x’—1)
5) 2 4 7828)64 - 448 = (2x277)§((2x h = 41 .
8x " —84x" +294x —331 (2x —7) 2x =17 .
¢ 125x° - 8y’ (5x" = 2y)(25x" + 10x°y + 4)°) 25x" + 1057y + 4y
) 125x° = 150x"y + 60x™y" — 8y (5x° = 2py’ 25x" = 2007y + 497
7 x2+23x+42 _ x§+(21+2)x+21‘2 _ xz+2lx+2x+2l‘2 _ox(x +21) +2(x + 21)
X~ +24x + 63 X +21+3)x+21-3 X +21x+2x+21-3 x(x +21)+3(x +21)
2D+ x+2
T +2D(x+3) x+3
8) xi+(a+b)x+ab:xz—i-ax-i-bx—i-ab:x(x+a)+b(x+a):(x+a)(x+b)(X+a:x+b‘
X +@toxtac X 4ax+tex+ac x(x+a)tcex+a) (x+a)x+c) x+c
9) x§—18x+65 xz—(13+5)x+13'5 _ xz—13x—5x+13-5 _ x(x—13)—-5(x—13)
x —20x+91 X —(13+7x+13-7 X —13x—T7x+13 -7 x(x—13)—=7(x—13)
= 13)E-5H"" x-5
C(x—13)(x—7) Cx-7
10) xi_(aﬂ’)x“’b _XPoax—bx+ab _ x(x—a)—bx—a) _ x—a)x—b)" " _ x_b.
x —(atc)x+ac X —ax—cx +ac X(x—a)—c(x—a) (x—a)x—c) Xx—c
11 x22+11x—42 _ x§+(14—3)x—14‘3 _ xz+14x—3x—14'3 _ x(x+14)-3(x +14)
X +9x—-60 X +(14-5x—-14"-5 X +14x—5x—14-5 x(x + 14) = 5(x + 14)
L+ 1)E-3) T x-3
TG F1Hx-5 @ x5
12) xz2+(a_b)x_ab _ X t+ax—bx—ab _ x(x+a)—b(x +a) _ (x+a)(x_b)(x+a: x—b
X +t@a—cox—ac x+ax—cx—ac x(x+a)—cx+a) @+a)x—c) x—c’
13) X—13x—68 _ xX—(17-4x-17-4 _ xX—1Ix+4x—17-4 _ x(x—17)+3(x—17)
X’ —12x—85 X=(17-5x-17"5 X =17x+5x—17-5 x(x—=17)+5(x—17)
-1+ T x+3
(- 1D)(x+5) x+5C
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X —(a—byx—ab

X' —ax+bx—ab _ x(x—a) +b(x—a) _ @-a)x+bh)" " _x+b

19 ¥-(a-cx—ac  F-axtexr—ac xx-a)tcx-a) @G-a)xte)  xtc
B Exercitii
1224 1586 1892 36198
Simplificati rapoartele: a) x9y3 ;0 b) x5y9 ; xgy”; d) leyig‘
44x7y 35x°y 48x°%y 81x“y
Simplificati rapoartele:
2) 3x+8 ) Ix—5 5 12x°— 11 d) 8&x—9 ¢) 13x° -2 ) 17x"+ 13
12x% +32x”° 35x7—25x" 7 48x" —44x% 56x° —63x’ 91x" — 14x°” 7 68x" + 52x
Simplificati rapoartele:
9ab + 15b 8m + 28n 6z +8z 21x* + 35x 13a’ + 174°
a) 5 > b ;o ©) s Do 50 ) T a7
21lab +45b 18mn + 63n 27az + 36a 24xz” + 40z 104ay” + 157y
Simplificati rapoartele:
2) l6m*—n> b) 64a’ — 9b* . o) 25¢* - 16d* )
16m* — 8mn + n*’ 64a’> —48ab + 9b*’ 25¢* = 40c°d* + 16d*’
49a° — 36b° 81a® — 64b° 256" — 121"

D 4945 — 84 + 36b° ©) Qlat— 144’ + 64b°

Simplificati rapoartele:

©) 3540~ 110a°b" + 1215°

2) 16x* — 54x . ) 135x* —40x 0 192m’ — 108m )
12x%y — 36xy + 27y’ 63x’z — 84xz + 282’ 80m’n — 120mn + 45m’
d) 64a’ + 125a , ¢) 1536ax>—8la f 216a" —343a
80a‘d + 100a’d + 125d’ 128¢x® — 96¢x* + 18¢ 72a°h —168a’h + 98b°
Simplificati rapoartele:
a) a+2b ) b) x+3y ) 5 m+4p .
a® + 6a*b + 12ab*> + 80>’ X3+ 9xy + 27x)* + 273 m® + 12m?p + 48mp? + 64p>’
) n+5q o) m+ 6n ) n+7c
W+ 15n°q + 75ng” + 125¢° 7 7w’ + 18m’n + 108mn® + 2161’ n’ + 21n’c + 147nc” + 343¢°°
Simplificati rapoartele:
2) a-3b . b) 2x—y ) 0 dm-p )
a®—9a’b + 27ab* - 27b*’ 8x3 — 12x% + 6x)” —y*’ 64m* — 48m’p + 12mp* — p*>
Sn—gq 8a—z Im—n

d) 1251 = 75n%*q + 15ng* - q3; ©) 512a° — 144a%z + 24az* — 2°° b 729m’ = 243m°n + 2Tmn’* — n*"

Simplificati fractia algebrica:

25a% — b2 16m* — p?

Ox*—y?

) 12505 + 7502 + 15ab + b5 ©) 6dm - 48mp + 12mp? — p¥° ©) 27 - 27x% + 9x? —

d) 49n* — ¢* . ¢’ — 64b
343n° — 147n%q + 21ng* — ¢*
Simplificati fractia algebrica:

9a* — 24ab + 16b*

a’ — 81m?

©) & _24ch + 144ck’ — 5120 D @ = 27dPm + 243am’ — 7290

16m? —24mp + 9p?

8) 574 108a% + 144ab’ — 64D
9x* — 30xy + 25y°

D) S — 1ad4mp + 108mp? — 27p°

49n* — 28ng + 44>

145x% + 225x)° — 125,
9a* + 424 + 49

©) 275

D 3437~ 29402 + 84nqg — 8¢

4a* +12ab +9b°

. Simplificati rapoartele: a) b)

274"+ 189a°h + 441a°b* + 343b°

84’ + 36a’b + 54ab’ + 27b°

25m* + 40m’n + 161>

4m* + 20m’n + 25m’ ) d)
8m® + 60m*n + 150m*n®> + 1251°°

c)

125m® + 300m*n + 240m*n* + 641>

23



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

24

64a° - 27b°

274 —125b°

Simplificati rapoartele: a) e & =08 — 2757 ©) 2748 — 1354 + 225ab" — 12565
9 1254° — 64b° . 9 3434° — 6451
1254° — 300a°h* + 240ab” — 64b° 3434°— 5884°b + 3364°b" — 64"
. . . 512m° — 2161 625m’ — 5mn®
lifi le: : :
Simplificati rapoartele: a) 1o 5 =20 3 =20 =81 2 750m° — 450m'n + 90ner — 60
5 448m" — Tmn’ . N 135m’ — 5mn’
192m°n — 144m®n® + 36m°n° — 3n* 7108m°n — 108m*n* + 36m*n° — 4n*’
Simplificati rapoartele:

¥ +13x+22

x4+ 17x + 42

+9x+2
a) L2001y,
x +11x+28

¥+ 15x +44°

X+ 14x+33 .
c) 5
x + 18+ 77

2
d) x +16x+48 . e)

X+ 18x+72° X+ 19x+70°

Simplificati rapoartele:
X —13x+42 ¥ —21x+54 ¥ —1lx+18 x —16x+63 X —22x +57
) ; b)) ;0 €)3 ; d) 3 ; €)3 .
¥ —16x + 63 ¥’ —23x + 90 ¥ — 14x + 45 ¥ —20x + 91 ¥ —24x + 95
Simplificati rapoartele:
2) x +21x—46 . ) x +23x—78 . ) X +23x—102. d) X + 19x—120. ) X +21x— 162
X+ 18x— 115" 7 X +21x—130° X +21x— 163’ X +20x-96" 7 X+ 18x—243"
Simplificati rapoartele:
¥ —13x— 68 . ¥ —18x—175. X —18x—243. ¥ —21x—310. ¥ —19x— 416
a) 3 ; b)) ;€))7 ; d)=3 5 ) =3 .
x —12x—85 x —12x—225 x —16x—297 x —26x— 155 x —22x—320
Simplificati rapoartele:
)x2+10x+21, )x2+13x+40, C)x2+14x+45, )x2+16x+63, x + 17x +55
X+ 14x+49° X +l6x+64° X+ 10x+25° X +18x+81"7 X +22x+121
Simplificati rapoartele:
3 3 3 3 3
X —12x + 35 ¥ — 15x + 26 ¥ — 18x + 80 ¥ —18x +45 ¥ - 13x+42
Simplificati rapoartele:

X —18x+81 . X —12x+36 . X —14x+49 X =22x+121. . x —26x+169
a)—; ; b)) ;0 C)73 ; d)= ;€))7 .
x —16x+ 63 x —19x+78 x —20x+91 x —28x+ 187 x —15x+26

Simplificati rapoartele:
2) a +6ats , b) m +Tm+6 , 0 b’ +8b+7
@ + 154" +75a + 125’ m + 18m”> +108m + 216’ b+ 210"+ 147b + 343"
Simplificati rapoartele:
24" +3a+1 3m’ +4m + 1 6n° +In+1
a) 3 3 2 5 ) 3 2 5 c) 3 2 .
a +12a +6a+1 27m” +27m" +9m + 1 216n" + 108n" + 18n + 1
Simplificati rapoartele:
2 2 2
a—4a+3 a —9a+8 m —10m+9
: b : .
D 04+ 27027 ) P 2ad 4 1924 —512° ©) T 2Tn + 243m — 729
Simplificati rapoartele:
2) 5m’—6m+ 1 b 6¢ —Tc+1 , 0 8b°—9b + 1
125m’ = 75m> + 15m -1 216¢° —108¢° +18¢ —1° 5126 —192b° +24b— 1"
Simplificati rapoartele:
¥ +4x—5 b) b'—6b—7 o) m’—5m—24

X+ 158+ 75x + 125°

b —21b° + 147 — 343’

m —24m> +192m — 512"



3.

1)

2)

3)

4)

5)

1)

2)

3)

Adunarea rapoartelor algebrice

H Exercitii rezolvate

38 57 95 . . .. . )
01 + 21 300 Suma a doud sau mai multe fractii sau rapoarte care au acelasi numitor este o

fractie sau un raport cu acelasi numitor ca fiecare termen si are numaratorul egal cu suma numarato-

rilor fractiilor sau rapoartelor.
5) 4)

7 "3 35 12_47 B o . o
B 15~ 60 + 60 ~ 60" Deoarece [12, 15] = 60, s-a inlocuit fiecare fractie cu o fractie echiva-
lenta cu ea avand numitorul 60. Mai departe s-a procedat ca la exercifiul anterior.
x .5 _ x*5 e _
x+5° (xx+5° (x+5) x+5
x+2
2,3 _ x 73 x43x+6 _ 4x+6
XHax+4 x+2 (x+2) x+2  (x+2°  @x+2)7
TV 7T 3 24 +3(-3) _ Sx—1

x—3 x+4 (x=3)(x +4) X+x—12
Proprietati ale adunairii rapoartelor algebrice
1) Asociativitatea: p +(q +r)=(p+q) +r
2) Comutativitatea: p +q=q + p.
3) 0, raportul cu numaratorul 0 si numitorul nenul, este element neutru: 0 + p =p +0 = p.
4) Opusul raportului p este —p si p + (-p) = 0.

B Exercitii rezolvate
x+8) x=17)

6 _ 4 _6(x+8)—4(x—7) _ 6x+48—4x+28 _ 2x+76
x—7 x+38 (x—7)(x + 8) X +x—56 X +x-56
> ~ 3 =x—3) ) _x+3x+9) 3 _ 2(x—3)—3(x2+3x+9) _
=27 X —6x+9 (x—3)(x"+3x+9) (x—3) (x=3)’( +3x+9)
2 2 2
_ 2063 -Ox—-27 3 -7x=33  pacnune 3% —Tx=33
x=3)(x"+3x+9) (x—-3)(x +3x+9) x—=3)(x +3x+9)
5 3 Y s 3 5@x-3)-3_10x-15-3 _
4 —12x+9 8% —36x + 18x—27 2x-3) (2x-3)  (2x—-3) (2x—3)’
=710x_183.Rﬁspuns: 710)6_183.
(2x—3) (2x—3)
B Exercitii
. a 3 a 8 a 5 a 5
. + . + . . _l’_
Efectuap.a)a74 PR )afS PERE c)a_2 P d)a—8 4+3
. 11 7 11 7 5 8 4 9
2. Efectuati: +—1r— p +— + : .
cctuafl a)a—Sb a+8b )x—2y x+2y’ C)n—4p n+4p’ )I"—SS 7+ 5s

3. Efectuati:

a)b+2+ 2b : )d_1+ 3d : )d+4+ 5d : b)d_6+ 7d .

b—7 b+7 d—5 d+5 d—6 b+6 d—8 d+8

Efectuati: x 6 . b x 7 : x 8 '

ectuati: a) =6 =6 ) C-77 (x-77 c) -8 @-8)
24 1 5)? 1 P’ 1 1265

. 1
Efectuati: a) a+3b a+27b% b x+2y X +8Y ©) n+d4p n’+64p* 9 q+t5r ¢ +1257

25



10.

11.

12.

13.

14.

15.

26

. 3x-5 4x 4y -1 2x 2a -3 3a_ 4a -1 4a
Efectuati: @) o7+ 501 D94 542 92521 "sar 10 V-0t ap e
Efectuati:

x  3x A sy 5x 4x
a)x2_9 r—6x+9 b)x2_4 X —d4x +4° C)4X2_1 A +4x + 17
d) 3x B Tx . e) 5b _ . f) 4n _ Sn

25x2 =1 25¢ - 10x + 1’ 490 -1 496"~ 14b +1° 64n* =1 64n°—16n+1
Efectuati:
2¢ 3 om’ 5 3 7
- ; b - ; - ;
a)163—27 X +6x+9 )m3+8 m —2m + 4 C)113-1-64 n—4n + 16
d) 6x* B 5 ] ¢) 9c? B 4 ] ) 81 B 5
¥—125 x +5x+25 =216 ¢ +6¢+36° w343 U+ Tu+49

. 2 3 2
Ef t N — ; b — ;

cowall: @) T e o1 D P18 rr6rt onrs
o 4 5 . ) - 3

X+64 X+ 12x°+48x+ 64’ =125 X —15x*+75x— 125
Efectuati:

3x 4 3 Sx 2 5 6x 4 3
Ve 1 1 e 10 Do 0 51 310 92521 Taesl T 1
Efectuati:

7x 4 3 7x 4 3 Ox 1 2
Ve -25 "5 -5 ODTer-9 a3 -3 9a0p-4 Thr2 T2
Efectuati:

2x2 3x 4 2x2 S5x 3

+ + ; b + + ;
a)x3—27 ¥ +3x+9 x-3 )x3—64 ¥ +4ax+16 x—4

6x* 2y 3 6x* 5x 2

C + + ; C + + .
)x3+125 ¥—5x+25 x+3 )x3+216 ¥—6x+36 x+t6
Efectuati:
5x 3x 3 7x 4x 9
a + + ; b + + ;
)x2—25 ¥—10x+25 x—5 )x2—49 X —14x +49 x-7
5x 2y 9 5x 2x 5
+ + ; d + + )
2 O —16 9" +24x +16 3xt4 )25x2—36 255" +60x +36 Sx+6
Efectuati:

X 3x? 2 4x° 3x? 5
a + - ; b + - ;
)27x3*1 o —6x+1 3x—1 )8x3*27 47 -24x+9 2x-3
SO S N h—x 3 2

64x° — 125 16x° —40x +25 4x-5° 273X —343 9 —42x +49 3x-T°
Efectuati:
2) m’ B 3m’ 5

m —18m> +108m —216 m’ —72m+36 6—m’

a 5a° 3 .

b) 3 2 A 2 T 3—4g’

64a’ - 724" +108a—-27 164" —24a+9 a
0 b 25 3

1256°—300b> +30b—8 25 —20b+4 2-5b°




4. inmultirea rapoartelor
B Exercitii rezolvate
5 735 15 12 267" 32 6 y A S50 a5 20)!
5

D 973573 P Tis5C o 11y 9 11y 997
B 3@=%5"_ 24" 3@@-5""""“" 1
4) 2ab°  3(a _ IR S
a—>5 a a (a — a a—
(-5 184"b" 184"h" - (a—5) 3a"b'(a-5)
5) 25x° +30x+9 16x° - z* - (5x+3)

64¢ —2° 1255 +225C+ 135x 127 (x—2) (16 + 4 +27)
(4x + 22)(4x - zz) (e _ dx+z7 _ dx+7
(5x +3)° (5x +3)(16x" + 4xz” + %) 80x’ +20x"2" + 5xz* +48x" + 12x2° + 32"

Inmulfirea a doud rapoarte algebrice consta in inmultirea numaritorilor si inmultirea numitorilor
rapoartelor. Rezultatul inmultirii a doua rapoarte algebrice este un raport algebric.
Proprietiti ale inmultirii rapoartelor

1) Asociativitatea: p(qr) = (pq)r. 2) Comutativitatea: pq = qp.
3) 1 este element neutru: 1 -p=p-1=p. 4) Inversul raportului nenul g esteg sig 1% =1.
5) Inmultirea este distributivai fatd de adunare si scidere: p(q + r) = pq + pr, p(q — r) = pq — pr.
. 5 p.r_p s
Impartirea a doud rapoarte. 75" F

Ordinea operatiilor. Intr-o expresie algebrica, fard paranteze, care contine rapoarte, se executa intai
inmultirile si impartirile In ordinea in care apar, apoi se executd adunarile si scaderea in ordinea 1n care
apar.

B Exercitii rezolvate

3x8 ‘ 6x17 B 3x8 35y21(3-5x3y|4 - 77)/7 3x(x _ 3y2) ' xZ _ 9y2 B 3X(X_ 3y2) . X2 + 2y4 _

1) 5y14 . 35y21 - 5y14 ' 6x17 - 6x9' i i 2)4 x4_4y8 . x2 + 2y4 - x4_4y8 x2_ 9y2
3x (x - 3y2) x2 + 2y4 (=3 (" +2y) 3y 3x
o+ 200 -2y 3y 3)) -2 +3Y) Y 20t -6
3 -9t X =27)° X9 64+ 43000+ 588%° + 343
16x° + 56x° +49 * 64x° +432x° + 588x° + 343 16x° + 56x + 49 X =270
(r+3))a -3y (4x + 7Y CEET 3@ T T) A+ 126+ Ta + 21y
(4x+7) (x=3) + 307 + 9% 307 + 9 X3 + 9
5 7b7 104> (7t 5 | 2a 74
4) 3b12+5a35'21b19 :3b12+3b12:3b12-
136107 2567 13 1087 17207 13k 2 15t M
T P R T = = TP Ty T2 T s T s A
6) 3a+2b _ 6a’—10ab _ 3a>-5b _ 3a+2b _ 6a’°—10ab a’—2ab+4b> _ 3a+2b _
a+2b a+8b T a*—2ab+4b? a+2b a’ + 8b° 3a*>—5b a+2b
2a3a=5h) @ —2ab+ 4 _3a40h 20 _av2b
(a +2b)(a@® —2ab + 4b%) 3a*>—5b a+2b a+2b a+t2b
7y 3at2b 16ab — 20 9a>—24ab+4b* _ 3a+2b _ 4b(4a—5b)
3a-2b 27a’ - 54a’b + 36ab? — 8b° 4a — 5b 3a—-2b  (3a—2b)
Ga—26)*“"" _3at2p  4b _3a-2b_
4a - 5b 3a-2b 3a-2b 3a-2b
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

28

B Exercitii

b

Efectua‘;i'
13 5 4 1. 35 22, 25 36 35
D15 TR 9% 7 9% 00 9% 1w D318 D35 e Wi
o S5x'® 7x29, x5t 3x'"® 5x29_ 23x18 27x%7 . 11x" 49x™
Efectuati: a) == - =51 b FRPWTILY, 17 s d) 17 347 62 74
6y~ 9y 4y 8y 16y 14y 32y 38y 51y™ 59y
10x* . 30x* 24x* . 36x" 15x" . 45x" 33x . 55x" 81x* . 36x"
Efectuati: a : ) : ; : ; : ; : .
Bkl 8) S D100 0 g 1gmt ) i gt D g, O 3 gy
Efectuati:
2x  2x+3 b Sx  3x+1 6x 2x+7 d 19x 9x+2 10x  6x+5
V-5 31 V3%x+d 53> O%+2 5-9° V42 %-17 949 x-12
Efectuati: a) (x _3)13 (2 _3)62 b) @ +2) 1)79 c) (x+4)]64 _(x—3)217
N 57 35 » 18 32 _ 93 48 -
(X3 (x-3) GBx—1) ( +2) (4x—=3)" (x+4)
Efectuati:
(5x-2)" (5x-2)" 2x-9" @x-9" ex-1D" @x-1"
a) © - o887 b) I8 287 c) G ENER
(6x—5) (x 5) (7x=2)" (Tx=2) (2x=5)" (2x—5)
)(12x 357  (12x—35% )(14x—19)81 (14x—19)* f)(28x 41)°  (28x—41)*°
(13x +29)” '(13 +29)*’ (15x+26)2“'(15 +26)" (36x+53)7“'(36 +53)7
Efectuati:
)x+3 o x—3 )x+8 S x—8 . C)2)6-1-7.236—7. )9x+7.9x—7_ e)2x-1-11.2x—11
3x—4 3x+4’ 4x—5 4x+5 T 6x—5 6x+5 3x—8 3x+¥% 5x—9 5x+9°
Efectuati:
2) x+3  x+6 . b) x+3  x+7 . 5 x+5 x+9 d) x+8 x+6
8+ 13 8x—13° I9x+16 9x—-16" 3x+17 3x—17° Sx+18 5x—18°
Efectuati:
2) x+5 2x—19. b) x+8 8x—21I. 0 x+5 5S5x—-22. d) x+6 6x—23
2x+19° x+7° 8x+21" x+9° Sx+22° x+7° 6x+23 x+13°
Efectuati:
a)x-i-ll x+ 19, b)x+21 S x+29. C)x-i-26 o x+24. d)x+11 x+19
x+13 x+17° x+14 x+16° x+31 x+39° x+32 x+38°
Efectuati:
a)x-i-22.x+37_ b)x+34.x+49. C))6-1-44.36-1-59. d)x+42.x+58
x+33 " x+28° x+41 " x+36° x+51 " x+46° x+52  x+48°
o Xx+53  x+57 . xt54 x+56 . . xt6l  x+69
Efectuai: a) x+3 x2—3x+9’b) x+4 x2—4x+16’c) x+5 X -5x+25
Efecmaﬁ.a)x%l X —6x + 36, b)x+62_x2*7x+49, C)X+63_x2*8x+64
- ST xt6 0 x+69 x+7 x+68 x+8 = x+67
ectuati:
a'))6-1—64_ x+ 66 b)x+71' x+79 C)x+72. x+ 78
x=9 X +9x+8I’ x—11 X+ 1lx + 121 x—12 X+ 12x + 144
Efectuati:

g XF 73 X+ 13x + 169, py 274 X+ 14x + 186, ¢ X8l X+ 15x + 225,
x—13° x+77 ’ x—14 " x+76 ’ x—15"° x+ 82
d)X+16_x2—16x+256, e)x+18,x2—18x+324‘ f)x+21 X —21x + 441

x=17 ¥+ 17x + 289 x=19 ¥ +19x + 361 x=22 X' +22x +484



5. Puteri cu exponent numar intreg

H Exercitii rezolvate

3) (a)lz . (a)24 . ((1)3 :(a)12+24+34:(a)70 4) (a)47 . (a)59:(a)4759:(a)12:(b)12
p] \p) \b b b) - b) “\b b b al
a 3\ 14 a 314 a 52 a 12 X 12 ax 12 ax 45 a 45 X 45
o () -G -G oG G- ) -6 6
&(ff:@ﬁ”:fm:a“ %(m”f:ff”:9fﬁ
b4 (b4)21 b4-21 b84 . 7b34 72b2 34 49b68'
10) (a+ 1)186 : (a+ 1)127:(a+ 1)59. 11) (2x+3)246 : (2x+3)259:(2x+3)13:(x+62)13.
a—9 a—9 a—9 x+13 x+13 x+62 2x+3
12)(x+4)24'(x+4)93:(x+4)49:(x+4)68.
Tx+39) \7x+39) "\7x+39 7x +39
13) (3x+ 13)”2 . (3x+ 13)183 . (3x+ 13)575 _ (3x+ 13)°: {
Ox +77 Ox+77) \9x+77 Ox +77 '

Proprietitile puterilor cu exponentul un umér intreg
1) pr-pr=p"*"nelZ melZ p-raportnenul. 2)p":p"=p" ", neZ, meL,p—raport nenul.
3) @)"'=p™,neZ, meZ,p—raport nenul. 4) (pg)'=a"b",n € Z, p si q — rapoarte nenul.

n

1 n
5) (%) = %, raport nenul. 6) (%) = %, neZack.

—1, daca n este numar impar

7) (1) = { nel.

1, daca n este numar par,

B Exercitii rezolvate

1 | S S l+x—x—xX+xX+x —x - x +x+xX - —x"+x"+x — ...
x+1 1+x 1+x
1 _ (4 -x(1+0)+x1+0)-A+x0) +x' (1 +x0) -0 +x) +x°(1 +x) — ...
1 +x I+x
> 3,4 5,6 71, 8
141—x:(1-|-x)(1—x+x - X wlL—)ic_x—x +x —x +x _"')c»1+x=1—x+x2—x3+x4—x5+x6—...
2) 1 : _ 1+x2_x2_x4+x4+x6_x6_x8+x28+x10_x12_x14+x16+x18_
b 2 2, 4 6 sl+1§ 12
1jx2 _ (1+x)(1—-x"+x l—j_cx-zi-x -x tx " —.) - lixz PR T S S SR
B Exercitii

a a a 3a 3a 3a 3a 3a 3a

1. Scrieti mai simplu: a)afb "4—b a-b a—b b)x+b ‘X+b x+b x+b x+b x+b’
2 et (£ 2) (210 () () g (2ambe g 2 gy
P e KT s s R e s Rl v X I e R I
oo e (24 s (P (2 ) (2 o (e e BT
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

30

) a+1 11,13 X+2 11\ 39 4ax 83\ 11 21ab 85\ 11
Efectuati: ) (=3 ) :b) ((y—19) )0 ((n—92) ) >d) ((c+41) ) :
2ax°\Y (3ex’ )\ 6cx° VY7 [ 5ex®\Y 8nx’\7 [ 7hx’ 7
gteetati: ) (")~ (75) 50 (o) (o) 19 (1) ()
cciatl: ) 1%, <) \7g7) PO op) Vo) 9] ans
3;8 2 (5 4759 3 3,7 14 11 1875 24 14
. abx —abx —ab'x —a bx
Efectuati: a) ( C4n6y11 ) ; b) ( cz4n14y8 ) ; C)( C31n27y18 ) d)( clln18y31 ) .
Efectuati:
_ 4 - 5  &\3\ 15 A\ (32 AN W3
a)(, x—1 2); b)(2x52); C)(3(6x5)2) : d)(2(7x2)5) : e)(7(8x3)5) .
2(x +3) 2(3x +2) 8(2x + 11) 9(3x + 11) 3(4x + 47)
Efectuati:
)(_ 3x — 13)28 ' (_ 3x—13 )3‘ , (_ 3x—13 )”, b) (_ 2x3—34)56 , (_ 2x3—34)” . (_ 2x3—34)69
x+12x »+12x) O\ ¥ +12x) 3x + 2x 3x + 2x 3 +2x)
Efectuati:
2 (7 5x—2 )67_( 5x—2 )54_( 5x—2 )‘21_ b) (7 4x8—67)83_( 4x8—67)59_( 4x8—67)‘42
Yy + 17y y+17y) T\ Yy +1ry) 8x” + 3x 8x’+3x) T\ 8 +3x
Efectuati:
2§x—3 . 255 — 3\ 255 —3\" 26 =5\ 2 —5\*# 20 =51\
D arra) U Tivva) F P0 o2 Fosin) Toran
32x +a 32x +a 32x +a Ox™ + 2x Ox™ + 2x Ox” + 2x
Efectuati:
1la—18\* 1la— 187 2x =31\ 1 2x-31\"Y
) [Favm) ] () sa) |
a +13b a +13b x + 84x L\ x"+84x/) |
Efectuati:
2a—5\"% 2a—5\27° 5x—26\"* 1/ 5x-26\'7°
s are) (o) [Corra) |
a +24a a +24a Ox" + 4x L\ 9x +4x/) |
Efectuati:
8a—3 \"! 8a—3\"7 Tx =36\ 1/ Tx—36\"1°
) (_ b3+27a) :[(_ b3+27a) ]; b) (_ 6x2+5x) : (_ 6x2+5x) '
Efectuati:
a)( 2a—17 )‘6“_( 2a—17 )38_( 2a—7 )‘26, b)(19a—4)302_(19a—4)137.(19a—4)165
a +19a a + 19a a +19a) 94" + 2a 94° + 2a 94" + 2a
Efectuati:
a)( 7at—1 )“’8_( Ta—1 )258‘(( Ta—1 )")15' b)(22x—3)137_(22x—3)347_(( 22x—3)5)42
3d’ +2a 3a’ +2a "\ 347+ 24 ’ 4% + 3x 4x" + 3x “W4® + 3x '
Efectuati:
a)((3a1)7 - (2b+3) )23_((3611)3)4. b)((Saz)“‘_ (4b+1)58)23_((5a2)6)4.
@2b+3)"  Ba-1)" 2b+3))’ @b+1)° (5a-2)"° 4b+1))’
C)((2x—7)43 . (3z+2)58)14. ( 2x—7)° )7' d)((sx—3)78 ' (22+5)39)17. ((5x—3)“)5'
Bz+2°  @x-7)" (3z+2)°)’ 2z+5)°  (5x-3)" (2z +5)°
Efectuati:
2 ((7(15)25 . (4b9)57)34:' ((4b9)”)4§ b) ((6a1)42 . (2b7)46)93:. ((41;9)”)74'
4b-9y"  (Ta-5)" (Ta—5)") "’ Qb-7"  (6a—1)% @b-7")"
C)((4a—9)19. (3b—2)78)4‘_'((3b—2)68)75_ d)((5a+7)62' (6b—5)94)4(’_'((6b—5)26)27
3b-2)"  (4a-97)  \(4a-9") ©6b-5"  Ba+7")  \Ga+7)") "




6.

1)

2)

3)

Transformari ale expresiilor algebrice

21 1+(1+x;1):(x-£1_1)
X - (1.

B Exercitii rezolvate

Aduceti la forma cea mai simpla:

X +2x+2
x+1)
x—1\ (x+1 x+1 x—-1 x+1 2 x+1 1 x+1
+ . + = . = . = . —+ =
Rezolvare.(l 3 )( > 1) ) 2 r—1 a1 P —
+ X0+ 2x + 4 2x+2 X +2x+ o+ 2+
R N T Ry
x —1 x —1 x —1 x —1
2
X +2x+2 1 1 2 -
= : ; - (x”—1)=1. Raspuns: 1.
X -1 X A2 +2 X1 S ) pu
2+ 2
Aduceti la forma cea mai simpla: (;_: + Z +;x+4 — xiz) ) (x2x_4 _ 2%x) (7 + 4x + 4).
5 x+2) ¥+ 2x+4) 5 x+2)
x +8 X 1 X 2 2
, - — : - C(x+2)=
Rezolvare (x3—8 X+ 2x+4 x—2) (x2—4 x—2) (e+2)

X8+ —2x—x—2x—4 ¥ 4+2x+4 )
= = . C(x+2)=
x—2)(x" +2x+4) (x+2)(x—2)

(o + 2x + 4)(x+2)°
X-dx+d X2 t4

T G- 2t 4) (xt2)x-2)

‘(x +2)’=x+2. Rispuns: x + 2.

1 _a2+a( 1

Aduceti la forma cea mai simpla: [ 5 3
a+2a+1l a-1

3 + 2a )]'(a4—2a2+1).
a—-a a -1

a+1) a)

Rezolvare. 5= a(az-i-l) ( L, a )]-(a2*1)2=
(@a+17 (a— 1)@ +a+1) a@—1) (a+a—1

- | a(a+1) . a+a+1 WZWHMWH)E. (az_ 1)2:

((a+1)2 (a— 1)@ +a+1) a@+t)a—1)

I B A 2o (atY—(a—1)7 ST

((a+1)2 (a—1)2) (@@ ) = @y @ ey =

Raspuns: —4a.

B Exercitii

Aduceti la forma cea mai simpla:

18 3 4 16 5 2 15 4 3
— _l’_ . — _l’_ . — _l’_
2) ‘-4 x+3 3-x b) 0y —4 3x+2 2-3x ©) 25’ —9 S5x+3 3-5x

Aduceti la forma cea mai simpla:
x4—x3—6x2+4x+8.
-+

Aduceti la forma cea mai simpla:

n+l n—1_\ [ 4 ‘ 3a+b 3a-b .\ ([ 4b
e i BN e it v H iy

x' -2’ - 1267+ 18x + 27 0 x'=3x’ = 206" + 48x + 64
(= 9)(x" +3) ’ (" = 16)(x" + 5)

a) b)
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10.

11.

12.

13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

32

Aduce‘;i la forma cea mai simpla:
b~b 20° b 4d’ —2a 8a" 4d’
a) ( 3 2 ) "2 ) b) ( 2 T3 2 ) CT2 :
b +1 b—b+b—1 b —1 4a+1 8a —4a +2a-1) 4a"—1
Aduce‘;l la forma cea mai simpla:
2023
%) 7 4 20a-4
2a—1 2a +1  1-44

100

Aduceti la forma cea mai snnpla

((nt 1yl o -1y 1)2 20 2x+3\  (2x+3 Qe =3))
X[ I vy R v L Y R ey R e
Aduceti la forma cea mai 51mpla.

.a+3 2_ a+3 .(a_2)2 2000‘ 2b+3 2_ 2b+3 ' 3b—22 10 000
o) L) s lES) 2GR B
Aduceti la forma cea mai simpla:

.n+12 n_12 2(n2+1)27000‘ n+1 n_12 n2_123000
{65 -2 G C ) ) - G ()

b —b 2b° b — b
(2 t 5 ) 2 4 2 .
P+1 b -b+b-1] -1 +b+1)
3a+2 3a-2 184 —a-9\ 4 +10a+25
( 2 + 2 - 4 ) 4 .
3a+1 3a -1 9a — 1 9a —1

4b+6 1 1

2 :( 2 2)+
20 +6b+4 \(b+1Y (b+2)

Aduceti la forma cea mai simpla:

Aduceti la forma cea mai simpla:

Aduceti la forma cea mai simpla:

2]:(b2—b—6).

: | 2 3z 32° — 12xz + 5¢°
: + + 1+
Aduceti la forma cea mai simpla: ( P 4x2) : (1 PR )
. .. [(l—n nt+1\ 4n n'+ 50" + 6n
: -2+ : +n|:
Aduceti la forma cea mai simpla: [(n 1 1= n) T n] : 0 .

Aduceti la forma cea mai simpla:
2 1 8 1 1 x+1 4x—1
et ) b A
xX+3 x (1—-x)H(x" +3) 3x"+3x

x+1 11—

. .. < 4ab a b 2ab 3613 + 3a2b + 361[)2
Aduce‘;l la forma cea mai 51mp1a. (a / + ) . ( / / > 2) 3 3 .

Aduceti la forma cea mai simpla:
( 3a L 2a+b 5 ) 20ab — 7b°
a—4ab+4b> (at+b)a—2b) a+tb) o -34°b+3ab’—b"

Aduceti la forma cea mai simpla:
1 n 1
x—1 x+1 x—1 X x—3 X —3x+9
: +( + —2): 3
1 1 2 X x—3 x 3x"—3x

x—1 x+1 1-4
Aduceti la forma cea mai simpla:
a+b L b n a-b _a—b_a2—2ab+b2(
(ab ab+b’ ab+d’ a2+2ab+b2’a+b)' 2ab -

1 -x) +3).

Aduceti la forma cea mai simpla:
( m_ ., 2 1 )( 4 _2ab )-(2—m) (4m + 3)(m’ +m+1) Am+3
m—4 2-m m+2 m+2 (m+1) +m 2m + 1

10

R 2 5 28a - 9b !
'(a+1) ’b)(4a—3b+4a+3b+9b2_16a2) '(a+b)'



Sinteza

1.

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

Determinati DVA pentru:

a)x3 b2 liS’ 93 83 ’ d)x27_1; e)x22—54; f) 4);2—9’ 82 +3x+3 2 +ix+3'
Simplificati fiecare raport: a) 1 23; j: 35 Ox; b) 3 Sf;:géx; c) 42?611 : ;17}66; d) 56)?—_792)67'
Simplificati fiecare raport: a) = ialzz_ajx: o b) 2 5a22 fazzo;;lbj a7 )7 o 1_6§;;22di o7

Simplificati fiecare raport:

@ +2b x+3y’ m* + 4p
a) 5 b) 3 2.3 6 95 ¢) % 4 2.2 3
a®+6a’b + 12a°h* + 8b° X+ 9y + 27xy" + 2Ty m’ + 12m’p + 48m’p” + 64p
Simplificati fiecare raport:
2) 4a* — 12a°x +9x* b 9n* —24nx’ + 16x° .¢) 4n* —10nx* +25x*
8a° — 18a'*x + 54a’x* —27x>" " 27n’ — 108n*x’ + 144nx® — 64x” ' 8n® — 60n*x* + 150mx* — 125x°"
o . . 64a° —27x° 1254’ — 64b° 216¢° —d°
Simplificati fiecare raport: a) 75 10 "9 7 ®) 952 40ar + 4 9 36¢ - 126d + d°
L . ) 274° + 64x° 64a’ + 125p° c® —343d°
Simplificati fiecare raport: a) e+ 16 b) 16d" — 208°h° + 2355°" c) T2 + 494
X +5ax+6a a’+8ab+120° a’+10ab +21b°
Simplificati fiecare raport: a) 21 6ar + 0 b) 2+ 12ab + 365" c) 2+ 1dab + 495

a4 L3 4 6 9 7 s
Efectuap.a)a_3+m, )a_4+a+2=c)a—2+a+3’d)a—6+a+5'
Efectuati: + ;b T3t 393, 5t * '
ectuati a)a*Z at2 4 )a*3 4+3 9_a2,0)3a,2 3a+2  4-94

Aduceti la forma cea mai simplé'
3a 2d° 3x° 3 2a 37 3
-+ + + + +—.
a)a2+2a+4 a—?2 8— 5 b) 2+3x+9 x—3 27—x3’ ©) X+a4x+16 x—4 64—y

Aduceti la forma cea mai simpla:
4 2a 3a . 5 4a 2a . 5 2a 3a
D vsard arl a+d D@ sav6 a2 a-3 V7 -8a+7 a1 a-7
Aduceti la forma cea mai simpla:
2) Tx+3 Tx-3, b) Sx+3 5x-3, )9x~l—2 Ox -2 d) Tx+11 7Tx—-11
3x—1 3x+1° 8x—5 8x+5’ 6x—7 6x+7° 14x—9 14x+9°
. oo 8+ 13 8x—13 . 23x+3 23x—3  2x+29 2x—29
Aduceti la forma cea mai simpla: a) 1ox_8 19x+8’b) Yoy 4 25c 14 )31x—9'31x+9'
Aduceti la forma cea mai simpla:
)x—3x+9 x+3. b) 4°+3x+9  2x—3 )16x +20x +25 4x-5
a+5a+25 a-5’ 9¢°—12a +16 3a+4’ 494 — 560 + 64 Ta+8

Aduceti la forma cea mai simpla:

2y daT6a+O 27x° + 64 by A S0x+25 343d’ + 8. o ACF10e£25 64x’ + 125
O —12x+16 84°— 27  ~ 494 —1da+4 8’ — 125" 7 16x°—20x +25 1255’ — 64"

Introduceti factorii sub radical:

2) Ox’ = 24x + 16 . 27x’—108x* + 144x — 64

164> + 40a + 25~ 64a’ +240a° + 300a + 125’

45 —20x +25 . 8’ —60x* + 150x — 125
16a* + 56a + 49 ~ 64a® + 336a* + 588a + 343"

b)
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Evaluare

| 1T
Determinati DVA pentru: Determinati DVA pentru:
4 3,2 6 7,6
a)x—9’ b)5x+8' a)x—S’ b)2x+9'
Simplificati fiecare raport: Simplificati fiecare raport:
2) x+4 b) X’ -7 2) x+3 ) 56 -2
12x° + 48x”’ 21x* —49x*> 12x* + 36x’ 35x° — 14x*
Simplificati raportul: Simplificati raportul:
a’ —9x’ a’ —4x*
a’ —12ax + 9x*° a’—4dax’ + 4x*
Simplificati raportul: Simplificati raportul:
a +3b a +4b
@ +9a°b + 27a°h* + 27 a’ +12a°h + 484°h* + 64b°
Simplificati raportul: Simplificati raportul:
27a° + 64x° 64a’ + 27x°
9a* — 12a°x* + 16x*" 16a° — 12a°x* + 9x*
Simplificati raportul: Simplificati raportul:

x>+ Tax + 124°
a*+ 8ax + 16x*"

. Aduceti la forma cea mai simpla:

x*+ 8ax + 154°
a*+ 10ax + 25x*

. Aduceti la forma cea mai simpla:

9 7 10 9
a—2+a+3' a—3+a+2'
. Aduceti la forma cea mai simpla: Aduceti la forma cea mai simpla:
8 L7 3a . 7 .. 8 4a ‘
a—4 a+4 16-d a=-5 a+5 25-4

. Aduceti la forma cea mai simpla:

4a°+ 64 +9  27x°+ 64
o' =12 + 16 84"~ 27

. Aduceti la forma cea mai simpla:

9" + 64’ +4 64X+ 27
16x°— 12 +9  274°— 8~

Din istoria matematicii

Cine a fost cel care, fara sa fi fost matematician, € cunoscut ca un mare
matematician?

S-a nascut 1n sudul Frantei, la Beaumont-de-Lomagne. Tatal lui a fost ne-
gustor si consul al orasului. A studiat limbile clasice,si s-a specializat in drept.
A ajuns magistrat in Parlamentul de la Toulouse, post care i-a asigurat sigu-
ranta financiara si adaosul ,,de“ la nume, ceeace insemna un rang de noblete. A
fost casatorit si a avut cinci copii.

Matematica a fost marea lui pasiune si i-a consacrat ei mult din timpul sau
liber. A facut multe descoperiri in matematica. A formulat multe conjecturi
(propozitii matematice nedemonstrate). Unele dintre ele au fost demonstrate
de matematicieni de profesie si ele au fost pastrate Tn matematica cu numele celui care le-a formulat,
Fermat. Ele apar in: teoria numerelor, teoria probabilitatilor, calcul diferential. A comunicat desco-
peririle 1n scrisorile cu: Descaretes, Pascal, Huygens, Walles, Mersenne.

Fermat a scris intr-o scrisoare: Eu nu am demonstrat ,,... m-am mulfumit sa descopar adevarul ...”.

Pierre de Fermat
(1601-1665)
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Suplimentar

1.
2.

10.

11.

12.

13.

- .. . 1 1 1 1
Scrieti ca suma imfinita rapoartele: a) — b) > ©) 5 d) 1
X 1- 1+x 1+x
Aduceti la forma cea mai simpld suma infinita:
3 6 9 12 4 8 12 16 5 10 15 20
aA)l+x+x +x +x +.. b)yl+x +x +x +x +.; )l+x+x +x +x +..

Aduceti la forma cea mai simpla:
) (1-x)(1+ x+ X+ b (1-x)(1+ x+ X+ +x); o) (1-x)1+ x+ X +xX +x +x°+.,).
Aduceti la forma cea mai simpla:
A)(1+x)(1—x+ xX—-x); b)d+x)(1—x+ X —x+x); o)1 +x)(1— x+ ¥ —xX +x =X+ ...

Calculati: (\/ 12 + 3\/7 +V8— 0T -1- \/7)2 024.

Calculati:

\/3—V3+\/2672\/ﬁ -\/3+\/3 +V26-2v21 '\/6—\/2672\/ﬁ V10-2v21.

Demonstrati ca pentru valorile variabilelor din DVA este adevarata fiecare dintre propozitiile:
a—>b b—c c—a (a—b)(b—c)(c—a)

DT ab P Trbe " Trac (1+ab)(1+be)(1 +ac)
b—rc Lp._Cma_ a-b _ abc(a—Db)(b—c)(c—a) ‘
a’bc+1 ab’c + 1 abc*+1 (a’*bc+ 1)(ab’c+ 1)(abc® + 1)

b)a-

a—b N b—c c—a
) N +a+b+2ab ' 1+b+c+2bc  l+a+c+2ac
(a—=b)b-c)c—a)
T (I+a+b+2ab)(1+b+c+2bc)(1+a+c+2ac)
. . 1 1
Descompuneti in rapoarte simple: a ;b .
punef p p )n2+n )n2+4n+3

Aplicénd rezultatele de 1a exercitiul anterior calculati sumele telescopice:
2023 2023

) Zl n +4 +3
Aducei;l la forma cea mai simpla:
a)e= ! -+ ! -+ ! - +t..+t 171+l+.__+L+L;
1+2006 1+2005 1+2004 1+2° 3 2006 2007
b)e= I -+ I -+ I — +,,'+%+1+ T W
1+2023 1+2022 1+2021 1+2° 3 2023 2024°
Simplificati fiecare raport:
a2+a\/3—\/cz—b‘ ac—ad+bc\/71’—bd\/z
ayr= a+Va+vp b)yr= aVe + byed +aVd
Simplificati fiecare raport:
a)r:a2+2a+2a\/;+x+2\/;_ by e @DV -4+ -3x-2
@-a+tafx—Vx @DV —4+x -3x+2
Demonstrati ca fiecare propozitie este adevarata:

a)(a+b+cY=a+b*+c+2ab+ 2bc + 2ac;
b)(@a+b+cy=a+b+c +3(a+b+c)ab+ bc + ac) — 3abc;
Q(a+b+ey=a+b++3@+b)b+c)(a+tc).
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lul

23 ‘ Functii

1. Notiunea de functie

Fie multimile nevide 4 si B. Procedeul prin care fiecarui element al multimii 4 i se asociaza un sin-
gur element al multimii B este o functie definita pe multimea A cu valori ITn multimea B (sau ,,de la A la
Be”). Functia f'definitd pe A cu valori in B se noteaza f: 4 — B.

Elementele unei functii

Fie functia f: 4 = B ( se citeste ,,ef de la A la Be”). Atunci elementele functiei f'sunt: 1) multimea A4
este domeniul de definitie al functiei f (se noteaza frecvent D); 2) multimea B este domeniul valorilor
functiei f (se noteaza E(f) sau E); 3) feste legea de corespondentd sau asociere.

Fie functia f: 4 — B si x € 4. Daca functia f asociaza lui x elementul y € B, atunci se spune ca y
este valoarea functiei f n x si se scrie f{x) = y.

Fie functia /: A — B. Multimea valorilor functiei f este mul{imea Im /= {y = f(x) | x € A}. Domeniul
valorilor functiei f conine valorile functiei, Im /' C B. Graficul functiei f este mulfimea G, = {(x, fix)) | x €
A}. Dacéa A4 si B sunt multimi de numere, atunci multimea G, poate fi reprezentata geometric printr-o
multime de puncte, care se numeste, de asemenea, graficul functiei f.

B Exercitii rezolvate
1) Fie functia f: (-3, 2] — Z, fix) = [ x] (partea intreaga a lui x). Elementele functiei f sunt: domeniul

de definitie D = (-3, 2]; domeniul valorilor E£(f) = Z; legea de corespondenta f{x) = [x]. Valorile lui

fsunt: A(=2,4) =3, —1,6) =2, 2) = 2. Multimea valorilor functiei f'este Im f'= {-3,-2,-1,0, 1,

2}. Evident, Im f'c E(f). 2) Functia f: R — R, f{x) = |x — 9], are multimea valorilor Im f'= [0, ).

3) Functia /: R — R, fix) = —x> + 3, are mulfimea valorilor Im /= (o0, 3].

Moduri de definire a une functii

O functie poate fi definitd: 1) prin diagrame, tabele, grafice etc.; 2) analitic (regula, formula).

B Exercitii rezolvate
1) Diagrama defineste functia f: {2, 4, 8} — {1, 3, 9}. Corespondenta este indicata prin sageti. D(f) =

{2,4,8}, E(fh={1,3,9}. Im f = {3, 9}.

2) Tabelul x 12131517 defineste functia f: {2, 3,5, 7} — {-2,4, 5, 6}.

fx)|216[14]|5 T >0
fi2)y=-2,f3)=6, 5 =4, {7)=5.

3) fix)=/x—L5, x e R, defineste o functie /: D(f) — R cu D(f) =[1,5; ) dome-
niul maxim de definitie in R. D(f) s-a aflat rezolvand in R inecuatia x — 1,5 > 0. Deoarece valoarea
radicalului este un numar real cel putin egal cu 0, Im /= [0, o).

4) Cate functii f: 4 — B exista? a) Fie 4 = {a} siB={1,2}.f: A — B, f(a) = 1;f,: A — B, f,(a) = 2.
2'=2.2 functii. b) Fie 4 = {a} si B= {1, 2, 3}.f:A—>B,f(a)=1; [, A—> B, f(a)=2; f,; A— B,
fi(a)=3.3"=3.3 functii. ¢) Fie A = {a} si B={1,2,3,4}./: A —> B, f(a) = 1; f,;: A— B, f,(a) =2;
fiiA— B, f(a)=3; f,: A— B, f(a)=4.4"=4. 4 functii. d) Fie 4 = {a, b} si B={1,2}.f: 4 — B,
f@=1fMb)=1; f:A—B,f(a)=2, f(b)=2; f.:A— B,f(a)=1.£,(b)=2; f:A— B, f(a)=2.
fy(b)=1.2°=4. 4 functii. d) Fie 4 = {a, b} siB={1,2}.f: A —> B, f(a)=1,f,(b)=1; f;: A — B,
fa)=2,£(b)=2; f:A— B, f(a)=1.£(b)=2; f,: A — B, f(a)=2. f,(b) = 1. 2* = 4. 4 functii.
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A

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

e)Fied={a,b} siB=1{1,2,3}.f:A—B,f(a)=1,f/(b)=1,f:A— B,f(a)=2, f(b)=2; f: A— B,
Ha@)=3.£0)=3; f:A— B, f(a)=1.f(b)=2; f:A—B,f(a)=2.f(b)=1; f.A— B, f(a)=1.
f(b)=3; f:A— B, f(a)=3.f(b)=1; f: A— B, f(a)=2.f(b) =3; f,: 4 — B, f,(a) = 3. f;(b) = 2.
3?=9. 9 functii.

Fie multimile A4 si B, card A = n si card B = m, fiind numere nenule si toate functiile f: 4 — B. Atunci
numarul tuturor functiilor feste egal cu m".

B Exercitii

Copiati si apoi completati propozitiile adevarate: a) Intervalul ... [a, b] = ...

b) Intervalul ... (a, b) = ... c¢) Intervalul ... (a, b] = ... d) Intervalul ... (a, ©) = ...
e) Intervalul ... [a, ©) = ... f) Intervalul ... (—o, @) = ... g) Intervalul ... (o0, a] = ...
Enumerati numerele naturale din intervalul:

a) [-3,1; 5,8]; b) [-7.4; 6]; ¢) [-9,5; 8]; d) [-12,7; 3].
Enumerati numerele intregi din intervalul:

a) [4,3; 12,(3)]; b) [-8,1; 15]; ) [-5,7;8]; d) [-7; 16,(3)].
Enumerati numerele naturale din intervalul:

a) (-13,6; 7,91]; b) (-15; 4,2]; c) (-8,4; 5,05]; d) (-9; 16]..

Enumerati numerele naturale din intervalul: a) [12, o); b) [-5,1; ©); ¢) [-7, ©); d) [7,13; o).
Enumerati numerele naturale din intervalul: a) (—oo; 1,4); b) (—0; 4,2); ¢) (—; 0,8); d) (—o0; 34,8).
Notati functia:

a) g definitd pe multimea D cu valori in F; b) & definita pe multimea E cu valori in G;
¢) i definita pe multimea K cu valori in L; d) j definita pe multimea / cu valori in J.
Recunoasteti diagramele ce definesc functii:

Fie functia f: N — N, f{x) este cifra unitatilor (ultima cifra a) numarului x. Aflati Im /.
. Fie functia /: N — N, f{(x) este cifra unitatilor (ultima cifrd a) numarului x2.

a) Completati tabelul de valori: | x | 1 | 2 |3 |4 | 5|6 | 7|8 /| 9|10
b) Aflati Im f. 1x)
Fie functia f: N — N, f{x) este cifra unitatilor (ultima cifra a) numarului x°.
a) Completati tabeluldevalori: | x | 1 | 2 |3 |4 | 5|6 | 7|8 /|9]10
b) Aflati Im f. fx)
Fie functia /- N — N, f{x) este cifra unitatilor (ultima cifra a) numarului x*.
a) Completati tabelulde valori: | x | 1 [ 2 |3 | 4 | 5|6 |7 ] 8] 9|10
b) Aflati Im . 1x)
Fie functia /: N — N, f{x) este cifra unitatilor (ultima cifrd) a numarului 2". Aflati Im f.

Fie functia /: N — N, f{x) este cifra unitatilor (ultima cifrd) a numarului 3". Aflati Im f.

Fie functia /: N — N, f(x) este cifra unitatilor (ultima cifrd) a numarului 4*. Aflati Im f.

Fie functia /: N — N, f(x) este cifra unitatilor (ultima cifrd) a numarului 7*. Aflati Im f.

Fie functia /: N — N, f{x) este cifra unitatilor (ultima cifrd) a numarului 8". Aflati Im f.

Fie functia /: N — N, f{x) este cifra unitatilor (ultima cifrd) a numarului 9°. Aflati Im f.

Enumerati elementele si Im fale functiei:

a) /R —>R,fix)=V2;b) f:R >R, fix)=—V7;¢) f:R >R, fix) =—V61; d) £: R > R, fix) =v21.
Enumerati elementele si Im fale functiei:

a)f:R >R, fix)=V3x; b)f:R—>R, fix)=—V5x+2; ¢)f:R—R,Ax)= 652x+2,4),
Enumerati elementele si Im fale functiei: a) f: [-3, 7] —» R, fix) =2x; a) f: [-5, 9] — R, flx) =—5x.
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2.

(1564 — 1642) a constatat ca durata caderii unui corp nu depinde de masa corpului. El a
formulat legile caderii libere a corpurilor.

h=
Inaltimea de la care cade un corp este o functie de gradul II cu variabila .

1)

2)

38

Functia de gradul Il

o Caderea liberd. Lasand sa cada diferite corpuri din turnul din Pisa, Galileo Galilei

De exemplu, 1ndlfimea 4 de la care cade un corp se calculeazd aplicand formula
0,5g#, unde g este acceleratia gravitationala g = 9,8 m/s?, iar ¢ este intervalul de timp.

« Functia de gradul II este o functie /: R > R, filx)=ax*+bx +c,a € R,beR,ceR.
B Exercitii rezolvate

Fie functia /: R — R, f{x) = x2. Studiati functia /. 39 gy B9
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f este:

X -3 -2 -1 0 1 2 3

fX) |~9 w4~ 1 ~>0-—"1-—"7"4 —7 9~

Functia f'este: strict descrescatoare pe (— oo, 0]; strict crescatoare pe [0, o).
Graficul functiei fintersecteaza axa Ox in (0, 0).

Zeroul functiei este 0.

Functia are o valoare minimd, /. = 0. f{x) >0 pentrux € R’.

Fie functia f: R — R, fix) =— 0,5x* Studiati functia f. 7 3 %
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei feste: [4 I

x -4 =2 0 2 4 X

) |78 72 20 >-2> -8 > 5
Functia f'este: strict crescatoare pe (— o, 0];
strict descrescatoare pe [0, ©).
Graficul functiei fintersecteaza axa Ox in (0, 0).
Zeroul functiei este 0.
Functia are o valoare maxima, f = 0. flx) <0 pentrux € R’.
(-4, -8) (4,-8)

Functiile de gradul II incomplete f:R — R, fix)=ax*, a eR’.
Graficul functiei este o parabold cu virful in origine. Axa Oy este axa de simetrie a parabolei.
Daci a > 0, functia f este: strict descrescatoare pe (—oo, 0]; strict crescatoare pe [0, o). Functia are
valoarea minimd f . = 0. f(x) >0 pentrux € R'.

Daci a <0, functia f este: strict crescatoare pe (— oo, 0]; strict descrescatoare pe [0, ). Functia are
valoarea maxima f = 0. f{x) <0 pentrux € R'.

B Exercitii
Fie functia f: R — R, f(x) = ax®. Copiati si apoi completati propozitiile adevarate:
a) Graficul functiei este ... b) Axa Oy este ...

Monotonia functiei /: R — R, f{x) = ax*. Copiati si apoi completati propozitiile adevarate:

a) Dacd a > 0, functia f'este: strict descrescatoare pe ...; strict crescatoare pe ...

b) Daci a > 0, functia are valoarea minima ...

¢) Dacd a <0, functia f'este: strict crescatoare pe ...; strict descrescatoare pe ...

d) Dacd a <0, functia are valoarea maxima ...

Precizati monotonia functiei:

a)f:R >R, fix)=-3x% b)f:R — R, fix)=-2,8x% ¢)f:R—R, fix)=-0,3x%



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

O R->R, fx)=-0,250 e f:R—R, fix)=—V3x Hf:R—R, fix)=—V5x

Precizati monotonia functiei:

a)f:R—>R, fix)=0,21x b)f: R —> R, flx)="7x% ¢)f:R—R, flx)=16,3x
d)f:R >R, flx)=82x e)f:R—R, fix)=V31x2 f) /1R —>R, fix)=v26x
Fie f: R — R, flx) = ax*. Comparati a cu 0, daca graficul lui f'este:

a b A c d

oy Y\ AN R

N
/

Y=

Fie f:R — R, f{x) = ax*. Indicati prin sageti monotonia in tabel, daca:

a)a>0; [, 0 b)a<0; [ 0
1x) Sx)

C) a> O, X 0 d) a<o. X 0
fx) fx)

Fie functia f: R — R. Reprezentati graficul functiei f, daca:

a) flx)=2x% b)) flx)=3x% ¢)flx)=4x% d)flx)=5x

Fie functia f': R — R. Reprezentati graficul functiei f, daca:

a) flx)=-2x% b)fix)=-3x% c¢)filx)=—4x% d)flx)=-5x%

Fie functia f: R — R. Reprezentati graficul functiei £, daca:

a) flx)=0,5x%, b)) fix)=0,25x% ¢)fix)=0,2x% d)fix) =0,5x%

Fie functia f': R — R. Reprezentati graficul functiei f, daca:

a) flx)=—0,5x*, b)AAx)=—0,25x% ¢)filx)=—0,2x% d) flx)=—0,5x%

Fie functia f: R — R, f{ix) = ax’. Aflati a, daca graficul lui f'contine punctul:

a)(2,20); b)(10,30); c¢)(5,175); d) (6, 144).

Fie functia f: R — R, f{x) = ax?. Aflati a, daca graficul lui /' contine punctul:

a)(2,-20); b)(10,-30); ¢)(5,-175); d)(6,—144).

Fie functiile /: R — R si g : R — R. Aflati punctele de intersectie ale graficelor functiilor f'si g, daca:
a) flx) = 2x* si g(x) = 3; b) flx) = 0,2x* si g(x) = 8; ¢) flx) = 4x* si g(x) = 7.
Fie functiile /: R — R si g : R — R. Aflati punctele de intersectie ale graficelor functiilor f'si g, daca:
a) flx) =—0,5x% si g(x) =—4; b) flx) =— 0,4x% si g(x) =—5; ¢) flx) =—3x? si g(x) = 9.
Fie functiile /: R — R, fix) = ax?, si g : R — R. Aflati a, daca unul dintre punctele de intersectie al
graficelor celor doud functii:

a) este (2, 4); b) este (3, 6); c) este (1, 12); d) este (4, 18); e) este (6, 30).
Fie functiile /: R — R, fix) = ax?, si g : R — R. Aflati a, daca unul dintre punctele de intersectie al
graficelor celor doud functii:

a) este (—5, 30); b) este (—6, 24); c) este (-8, 40); d) este (-3, 32); d) este (—16, 48).
Fie functiile /: R — R si g : R — R. Aflati punctele de intersectie ale graficelor functiilor /i g, daca:
a) flx)=2x*siglx)=—xt+1; b) flx) =—2x*sig(x) =x—1; c) fix) =4x*sig(x) =4x - 1.
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3.

1)

2)

Functii de gradul Il de forma /:R —R, flx)=ax’+b, ab<0
B Exercitii rezolvate

Functia /- R — R, f{x) = 0,5x> — 1. Studiati functia f. (4.7) yA @7
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f este:
X -4 2 =2 0 2 2 4
SAx) 7 1 >0>-1-70-"1-"7
semn f + 0 - 0 +
Functia feste: |
strict descrescatoare pe (— oo, 0]; strict crescatoare pe [0, o). 2 0) 20 X
Graficul functiei fintersecteaza axa Ox 1n (—\E ,0)si (\5 , 0). T Q/ 1
0,5x*> — 1 = 0 are solutiile reale —\/2 si \/E , 1ar acestea sunt zerourile 70, 1)
functiei f.
Functia are o valoare minimd, /= —1. Punctul (0, —1) este varful parabolei.
Semnul functiei: f{x) > 0 pentru x € (— o0, —\2) U (2, o0); fix) <0 pentrux € (—V2, 2).
Mulfimea valorilor functiei este E(f) = [/ , 00) =[~1, o). ‘
\
Fie functia /: R — R, f{x) = —0,25x* + 1. Studiati functia /. T Tro.n
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f este: 2/— 0 ) i
X —4 -2 0 2 4
Sx) 3707 1> 0> -3
semn f’ - 0 + 0 - = “-3)
Functia f'este:

strict crescatoare pe (— oo, 0]; strict descrescatoare pe [0, o).

Graficul functiei fintersecteaza axa Ox in (-2, 0) si (2, 0). —0,25x* + 1 = 0 are solutiile —2 si 2, iar
acestea sunt zerourile functiei £ (solutiile reale ale ecuatiei —0,25x> + 1 = 0).

Functia are o valoare maxima, f = 1. Punctul /{0, 1) este varful parabolei.

Semnul functiei: f{x) < 0 pentru x € (—oo, —2) U (2, ®0); f(x) > 0 pentru x € (-2, 2).

Mulfimea valorilor functiei este E(f) = (—o, f ]= (-0, 1].

Functiile de forma f:R — R, f(x)=ax>+ b, ab <0. Graficul functiei este o parabold cu virful in

punctul V(0, b). Axa Oy este axa de simetrie a parabolei.

/ b . b C
Zerourile functiei f sunt x, = —,/[=— si x, = ,/——. Graficul funcfiei f intersecteaza axa Ox in
a a

[—, /—Q,OJ si [ /—2,0} x, six, (x, <x,) suntsolutiile reale ale ecuatiei ax® + b = 0.
a a

40

Daca a > 0, functia f este: strict descrescatoare pe (— oo, 0]; strict crescatoare pe [0, o). Functia are

valoarea minimad f .= f(0) = b. Varful parabolei este (0, f ).

Mulfimea valorilor functiei este E(f) = [f, . , o) = [b, ).
Daca a <0, functia f este: strict crescatoare pe (— oo, 0]; strict descrescatoare pe [0, o0). Functia are

valoarea maxima f = f(0) = b. Varful parabolei este V(0, f ).

Functia f: R — R, fix) = ax*> + b, ab # 0, are semnul contrar numarului a pentru x din intervalul

(x,, x,) si semnul lui @ pentru x din (— o0, x,) U (x,, ).

Multimea valorilor functiei este E(f) = (—o, f ] = (-0, b].
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

B Exercitii

. Fief:R —> R, fix)=ax*+ b, ab # 0. Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Graficul functiei este .., b)Axa Oy este... c¢) Zerourile functiei f'sunt ...

d) Graficul functiei f'intersecteaza axa Ox in ...

Fie f: R — R, fix)=ax*+ b, ab # 0. Aflati zerourile functiei, daca:

a) fix)=5x*—10; b) fix)=4x*>—15; ¢) filx)=8>—9; d) fix)=2x>—25.

Fief:R — R, f{x) =ax?+ b, ab # 0. Aflati intersectiile graficului functiei cu axa Ox (zerourile), daca:
a) flx)=-25x>+7; b) ix)=-9x*+8; c¢) fix)=—-16x2+9; d) fix)=—4x*+25.

Fie f: R — R, fix) = ax*+ b, ab # 0. Aflati varful parabolei, daca:

a) filx)=-5x*+9; Db) Ax)=-8*+9; ¢) Ax)=-3x*+2; d) filx)=—6x*+11.

Monotonia functiei f: R — R, f{x) = ax*+ b, ab # 0. Copiati si completati propozituule adevarate:
a) Daca a > 0, functia f este: strict descrescatoare pe ...; strict crescatoare pe ...

b) Daca a > 0, functia are valoarea minima ...

¢) Daca a <0, functia f'este: strict crescatoare pe ...; strict descrescatoare pe ...

d) Daca a < 0, functia are valoarea maxima ...

Precizati monotonia functiei /: R — R, daca:

a) flx)=-5x*+2; Db) x)=7x>+9; ¢) fiAx)=—0,4x2+3; d) fix)=13x*+67.

Fie f: R — R, f{lx) = ax® + b, ab # 0. Indicati prin sageti monotonia in tabel, daca:

a)a>0;[ | 0 b)a<0;

X 0
J) Sx)

C) a> O, X 0 d) a<0. X 0
fx) Sx)

Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a) fix)=0,5x2—2; b)fix)=4x>—9; ¢)fix)=0,25x*—4; d)fix)=0,3)x>— 3.
Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a)flx)=—0,5x*+2; b)fix)=—4x>+9; ¢)fix)=—025x*+4; d)fix)=—0,3)x*+3.
Copiati si completati propozitia adevarata:

Functiaf: R — R, fix)=ax*+ b, ab <0, are semnul ...

Fie f: R — R, f{x) = ax® + b. Aflati semnul functiei, daca:

a)flx)y=—4x>+9; b)fix)=x>—16; ¢)flx)=—9x*+25; d)flx)=x>—49.

Fie f: R — R, f{x) = ax? + b. Aflati a si b, daca graficul lui f contine punctele:
a)(0,-3)51(2,29); b)(0,-5)s51(3,22); ¢)(0,-9)si(2,3); d)(0,-7)si(2,9).

Fie f: R — R, f{x) = ax® + b. Aflati semnul functiei, daca graficul lui f contine punctele:

a) (0,2) 5i (=2, ~10); b) (0, 5) 5i (=3, =49); ©) (0,—V21)5i (-4, 6); d) (0,V33)5i (-3, ~/17).
Fie f: R — R, f{x) = ax> + b, ab > 0. Aflati zerourile functiei £, daca exista, stiind ca:
/)= V52 + 1 b)) =—2-V83: oft)=—92—vA3; d)fiw)=x+ V0.
Fie f: R — R, f{x) = ax* + b. Aflati numerele a si b, daca:

a) graficul functiei tangent dreptei y = —4 si are unul dintre zerouri V26;

b) graficul functiei tangent dreptei y = 7 si are unul dintre zerouri — V37;

c) graficul functiei tangent dreptei y = — V29 si are unul dintre zerouri V55

d) graficul functiei tangent dreptei y = V62 si are unul dintre zerouri — V46.

Indicatie. a) {0) =—4 si AV/26) = 0.
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4.

1)

2)

Functii de gradul ll de forma /:R - R, fix)=ax*+bx, ab#0

B Exercitii rezolvate

Functia /: R — R, f{x) = x*> — 2x. Studiati functia f. LI A ! a3
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f este: !
X -1 0 1 2 3 i
0,1 X
Sx) 37> 0 > -1 -7 0 —73 -1 " /2 3 T
semn f + 0 - 0 + r1,-1

Functia f'este: strict descrescatoare pe (— oo, 1]; strict crescatoare pe [1, ).

Graficul functiei fintersecteaza axa Ox in (0, 0) si (2, 0). x* — 2x = 0 are solutiile x, = 0 si x, = 2, iar
acestea sunt zerourile functiei f.

Functia are o valoare minima, /.= —1. Punctul V(1, —1) este varful parabolei. Se constata ca abscisa
varfului parabolei este x, = 0,5(x, +x,) = 1. Dreapta x = 1 (x = x,) este axa de simetrie a graficului
functiei.

Semnul functiei: f{x) > 0 pentru x € (— o, 0) U (2, ©©); fix) <0 pentru x € (0, 2).

Multimea valorilor functiei este E(f) = [f. . , o) = [~1, o).
Fie functia /: R — R, f{x) = — 0,5x* + 2x. Studiati functia f. VA VRLS)
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f |
2 0 i2 4 X
X -2 0 2 4 6 : >
M) | 6 015> 0> 6 :
semn f - 0 + 0 - E
Functia f'este: !
strict crescatoare pe (— oo, 2]; strict descrescatoare pe [2, ). !
Graficul functiei fintersecteaza axa Ox in (0, 0) si (4, 0). (2.6 I (6.-6)

—0,5x + 2x = 0 are solutiile 0 si 4, iar acestea sunt zerourile functiei f.

Functia are o valoare maximd, f = 1,5. Punctul V(2; 1,5) este varful parabolei. Se constata ca
abscisa varfului parabolei este x, = 0,5(x, + x,) = 2. Dreapta x = 2 (x = x) este axa de simetrie a
graficului functiei.

Semnul functiei: f{ix) <0 pentru x € (— o0, 0) U (4, ©); fix) > 0 pentru x € (0, 4).

Multimea valorilor functiei este £(f) = (—oo, £ ]=(o0; 1,5].

max

Functiile de forma f:R — R, fix)= ax’+ bx, ab # 0. Graficul functiei este o paraboli cu virful

in punctul V(0; f(0,5x,)).

Zerourile functiei f'sunt x, = 0 si x, = ——. Graficul functiei f intersecteaza axa Ox in (0, 0) si

a
(—2,0} x, six, (x, <x,) sunt solutiile ecuatiei ax* + bx = 0.
a

Daca a > 0 (a <0), functia f'este: strict descrescatoare pe (—oo; 0,5x,] ([0,5x,; 00)); strict crescatoare

pe [0,5x,; o) ((— 05 0,5x,]). Functia are f . =f0,5x) (f = f(0,5x,)).

Dreapta x = x,, este axa de simetrie a graficului functiei.
Daca a > 0, multimea valorilor functiei este E(f) = [/, , ).
Daca a < 0, mulfimea valorilor functiei este E(f) = (-, /. _].

Functia f: R — R, f{x) = ax? + bx, ab # 0, are semnul contrar numarului a pentru x din intervalul

(x,, x,) si semnul lui a pentru x din (— o0, x) U (x,, ).
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10.

11.

12.

13.

14.

B Exercitii

f:R — R, fix)=ax*+ bx, ab # 0. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Graficul functiei este ... b) Zerourile functiei f'sunt ...
¢) Graficul functiei f'intersecteaza axa Ox in ...

Aflati zerourile functiei /: R — R, daca:

a) flx)=3x*+4x; b) flx)=5x*—"x; ¢) flx)=>5x*—8x; d) flx)=2x>— 5x.
Aflati intersectiile graficului functiei /: R — R, cu axa Ox, daca:

a) flx) = 9x + 5x; b) flx) = —4x> + 3x; ¢) flx) = 8x> — 3x; d) flx) = —5x% + 2x.
Fie f: R — R, flx) = ax*+ bx. Aflati varful parabolei, daca:

a) flx)=x>—8x; b) flx)=—x>+ 6x; ¢) flx) =—3x>+ 12x; d) fix) = —8x* + 16x.

Monotonia functiei f/: R — R, f{x) = ax® + bx, ab # 0. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Daca a > 0, functia f'este: strict descrescatoare pe ...; strict crescatoare pe ...

b) Dacé a > 0, functia are valoarea minima ...

c¢) Daca a <0, functia f este: strict crescatoare pe ...; strict descrescatoare pe ...

d) Daca a <0, functia are valoarea maxima ...

Precizati monotonia functiei f: R — R, daca:

a) flx)=5x*+ 10x; b) flix) =2x*+ 18x; ¢) flx) = 3x* + 24x; d) flx)="7x>+ 35x.
Precizati monotonia functiei f: R — R, daca:
a) flx)=-5x*+"7x; b) flx)=-2x*+ 12x; c) fix)=—6x>+8x; d) flx)=—2x>+ 5x.

Fie f: R — R, f{x) = ax? + bx, ab # 0. Copiati si completati propozitia adevarata:
Functia /: R — R, flix) =ax?+ bx, ab # 0, are semnul ...
Fie f: R — R, f{x) = ax? + bx, ab # 0. Aflati semnul functiei, daca:

a) flx)=8x*+ 3x; b) flx) =9x*— 5x; ¢) flx) =4x*—9x; d) flx)=5x*—8x.
Fie /: R — R, fix) = ax? + bx. Aflati semnul functiei, daca:

a) fix)=-2x>+ux; b) fix)=-x*>—9x; ¢) fix)=—4x*— 12x; d) flx)=-5x>+ 15x.
Reprezentati grafic functia /: R — R, daca:

a) flx)=-2x>—4x; b)fix)=-2x*—6x; c¢)fix)=0,25x>—4x; d)fix)=0,5x>—2x.
Fie situatiile prezentate In imagini. Copiati imaginile si procedati ca in indicatie.

a)OTy - b)\OTy 5/: 0)4 yTOg d)\5 OTZ
/If \ T /fz h P

Indicatie. Se completeaza pe desen semnul functiei si se constata ca: +\\ OT%
g(x) >0 pentrux € (— o, —=3) U (0, o); g(x) <0 pentru x € (-3, 0). Y - >
Fie situatiile prezentate in imagini. Copiati imaginile i procedati ca in indicatie. g |

a) 1%\3 . R /, ° 2 s d>\\6 O%
_ N X — = | _
N e TN T

Indicatie. Se completeaza pe desen semnul functiei, varful parabolei V(—2,5; —1). \\ ; Ty

< < b . 25 OV
Se constata ca: g : R — R, g(x) = ax? + bx, unde — — = -5, a = 1; axa parabolei S~
este x = —2,5. Rezultd g(x) = 0,163 + 0,8x. a ¢
Fie f:R — R, fix) = ax* + bx, ab # 0. Aflati a si b, daca:

a) fare unul din zerouri 3, iar graficul functiei f este tangent dreptei y = —2;
b) f'are unul din zerouri —1,5, iar graficul functiei f este tangent dreptei y = 4;
c) fare unul din zerouri 3,6, iar graficul functiei f este tangent dreptei y = —4,2.
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5. Functii de gradul ll de forma f: R — R, f{x) = ax> + bx + ¢, abc £0, A> 0
B Exercitii rezolvate

1) Functiaf: R — R, fix)=x>— 4x + 3. Studiati functia /. v
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f este: G : 3
X 0 1 2 3 4 !
fx) 3 50>-1-70 -3 0|1:23’£
semn f + 0 - 0 + o1

Functia f'este: strict descrescatoare pe (— o, 2]; strict crescatoare pe [2, o).
Graficul functiei fintersecteazd axa Ox in (1, 0) si (3, 0). x* — 4x + 3 = 0 are solutiile x, = 1 si x, = 3,
iar acestea sunt zerourile functiei f.
Graficul functiei fintersecteaza axa Oy in (0, f{0)) = (0, 3).
Functia are o valoare minima, /. = —1. Punctul (2, —1) este varful parabolei. Se constata ca abscisa
varfului parabolei este x, = 0,5(x, +x,) = 2.
Dreapta x = 2 (x = x,) este axa de simetrie a graficului functiei /.
Semnul functiei f; f{x) > 0 pentru orice x € (— o, 1) U (3, »0); f{x) <0 pentru orice x € (1, 3).
Mul{imea valorilor functiei este E(f) = [f, . , 00) =[], o).

2) Fie functia f: R — R, f{x) = —2x* + 4x + 6. Studiati functia f.
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei feste:

x .| 0 1 2 3

(0,6)
Sx) 07 6 7 8> 6 >0
semnf | — 0 + 0 -

Functia f'este: strict crescatoare pe (— oo, 1]; strict descrescatoare pe [1, o).
Graficul functiei fintersecteaza axa Ox in (—1, 0) si (3, 0).

—2x? +4x + 6 = 0 are solutiile —1 si 3, iar acestea sunt zerourile functiei f.
Graficul functiei fintersecteaza axa Oy in (0, f{0)) = (0, 6). - I
Functia are o valoare maxima, /= 8. Punctul V(1; 8) este varful parabolei.

Se constata cd abscisa varfului parabolei este x, = 0,5(x, +x,) = 1.

Dreapta x = 1 (x = x,) este axa de simetrie a graficului funcfiei /.

Semnul functiei f; f{x) < 0 pentru orice x € (— o0, —1) U (3, »0); f{x) > 0 pentru orice x € (-1, 3).
Multimea valorilor functiei este E(f) = (—oo, f ] = (—o0, 8].

Functiile de forma f:R — R, fix)=ax*>+ bx + ¢, abc # 0, A= b* — 4ac > 0. Graficul functiei este

o paraboli cu virful in punctul V(x , f(x ), x,= 0,5(x, +x,) = Y

Zerourile functiei f'sunt x, si x,, solutiile reale ale ecuatiei ax* + bx + ¢ = 0.

Graficul functiei f intersecteaza: axa Ox in (x,, 0) si (x,, 0); axa Oy in (0, b).

Daci a > 0 (a < 0), functia f este: strict descrescatoare pe (— o, x,] ([x,, )); strict crescatoare pe
(x,,, ©] ((— o, x,]). Functia are valoarea minimd, f . = f(x,) (pentru a < 0 valoarea maxima f = f(x)).

Dreapta x = x,, este axa de simetrie a graficului functiei f. A
Daci a > 0 multimea valorilor functiei este E(f) = [f, . , ©), f =— 2a

9 . . . A
Daci a < 0 mulfimea valorilor functiei este E(f) = (-, f ], f =— 2
Functia /* are semnul contrar numdrului a pentru orice x din intervalul (x, x,) si semnul lui a pentru
orice x din (— o, x,) U (x,, o).
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10.

11.

12.

13.

14.

B Exercitii

Fief:R — R, fix) = ax’ + bx + ¢, abc # 0, A= b* — 4ac > 0. Copiati si completati propozitiile:

a) Graficul functiei este ... b)x,=.. ¢) Zerourile functiei f'sunt ...
d) Graficul functiei f'intersecteaza axa Ox in ... si axa Oy in ...

Aflati zerourile functiei /: R — R, daca:

a)flx)=x*+4x+3; b)fix)=x*—5x+6; ¢) flx) =x*—6x +8§; d) fix) =x?+4x 5.
Aflati intersectiile graficului functiei /: R — R, cu axele Ox si Oy, daca:

a)flx)=x*+8—-9; b)fix)=x>—5x-9; c)flx)=x*—Tx—8; d) fix)=x>+2x—09.
Fie f: R — R, fix) = ax*+ bx + c. Aflati varful parabolei, daca:

a) flx)=x*—8x+15; b) ix)=—x>—Tx+30; c¢) fix)=x*—11x+24; d) filx)=—x>—9x+36.
Monotonia functiei f: R — R, f{x)=ax*+ bx + ¢, abc # 0. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Daca a > 0, functia f'este: strict descrescatoare pe ...; strict crescatoare pe ...

b) Dacé a > 0, functia are valoarea minima ...

c¢) Daca a <0, functia f'este: strict crescatoare pe ...; strict descrescatoare pe ...

d) Daca a <0, functia are valoarea maxima ...

Precizati monotonia functiei /: R — R, daca:

a) flx)=5x*+4x—4; b) fx)=2x>+8—1; c¢) flx)=3x*+21x—1; d) fix)=9x*+ 16x — 5.
Precizati monotonia functiei /: R — R, daca:

a) fix)=-5x2+3x+2; b) fix)="3x>+ 14x+4; ¢) fix)=—2x>+10x +7; d) flx)=—2x*+5x+ 3.
Fie f: R — R, f{x) = ax* + bx + ¢, A= b* — 4ac > 0. Copiati si completati propozitia adevirati:
Functia /" are semnul ...

Fie f: R — R, f{x) = ax® + bx + c¢. Aflati semnul functiei, daca:

a) flx) =2x>+ 5x — 3; b) Ax)=3x2+5x—2; c¢)fix)=4x>+x—3; d) fix) =5x* — 9x + 4.
Fie f: R — R, f{x) = ax® + bx + c¢. Aflati semnul functiei, daca:

a) flx)=—6x2—Tx+10; b)fix)=-2x2—x+6; ¢)fix)=-2x*—x+10; d)fix)=—4x*—x+3.
Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a) flx) =x*+4x +3; b) fix)=x*—5x+6; ¢)filx)=x*—6x+8§; d) fix)y=x*>+4x-35;
e)flx)=—x*—8x+9; D) fix)y=-x*+5x+6;, g) flx)=-x>+7Tx+8.

Fie situatiile prezentate in imagini. Copiati imaginile si procedati ca in indicatie.

a);T\yl 6/: ? yTO 3 X C)\ OTyl/: ¥ 3 ZTI x
TN T SN

Indicatie. S leteaza pe d 1 functiei si tata: >0
ndicatie. Se completeaza pe desen semnul functiei si se constata: g(x) +\\ OTJ’ /

pentrux € (— o, =5) U (2, ©); g(x) <0 pentru x € (-5, 2).
Fie situatiile prezentate in imagini. Copiati imaginile si procedati ca 1n indicatie.

s
s N S N Y
NG

Indzca}ze. Se completeaza pe desen semnul functiei, varful parabolei V(—4; —3). \\ Ty /
. b - —4 0

Se constata ca: g: R — R, g(x) = ax* + bx + ¢, unde — P -8, g(-4)=-3; o 7, X
7

axa parabolei este x = —4. Rezultd g(x) = 0,2x* + 1,6x — 1,8. & '

Fie f: R — R, f{lx) = ax* + bx + ¢, abc # 0. Aflati a, b si ¢, daca:

a) f'are unul dintre zerouri 3, grafcul lui fare axa de simetrie x = 1 si este tangent dreptei y = —2;

b) fare unul dintre zerouri —5, grafcul lui f'are axa de simetrie x = —2 si este tangent dreptei y = 3.
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6.

1)

2)

Functii de gradul Il de forma /: R — R, fix) =ax’ + bx + ¢, abc #0, A<0
H Exercitii rezolvate
Functia f: R — R, f{x) = 2x> — 4x + 3. Studiati functia 1. L7y
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei feste:
X -1 0 1 2 3
SAx) 7>3>1 73 77 0,3) 2.3)
semn f + + +

5 3.7

Functia f'este: strict descrescatoare pe (— o, 1]; strict crescatoare pe [1, ©).
Graficul functiei f nu intersecteaza axa Ox. 2x* — 4x + 3 = 0 nu are solutii ol n
reale. 1
Graficul functiei fintersecteaza axa Oy in (0, f{0)) = (0, 3).

Functia are o valoare minimd, /. = 1. Punctul ¥(1, 1) este varful parabolei. Se constata ca abscisa

Y=

varfului parabolei este x, = _Zi =1.
a

Dreaptax = 1 (x = x,) este axa de simetrie a graficului functiei /.
Semnul functiei /i f{x) > 0 pentru orice x € R. A

Multimea valorilor functiei este E(f) = [f, . , o) =[1, ), f =~ aq"

Fie functia /: R — R, f{ix) = —0,5x* + x — 1. Studiati functia f.

Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f este: X
X -2 0 1 2 4
f&) | 5 -1 705> -1 >-5
semn f - - -

. . . (=2,=5)
Functia f'este: strict crescatoare pe (— oo, 1]; strict descrescatoare pe [1, ).

Graficul functiei /' nu intersecteaza axa Ox. — 0,5x* + x — 1 = 0 nu are solutii reale.
Graficul functiei fintersecteaza axa Oy in (0, f{0)) = (0, —1).
Functia are o valoare maxima, f = —0,5. Punctul V(1; ~0,5) este varful parabolei. Se constatd ca

abscisa varfului parabolei este x, = — 2— = 1. Dreaptax = 1 (x = x,) este axa de simetrie a graficului
functiei f; a

Semnul functiei f: f{x) < 0 pentru orice x € R.

Multimea valorilor functiei este E(f) = (—oo, f |, f = A

max max n da .

Functiile de forma f:f:R — R, f{x)=ax*+bx + ¢, A=b>—4ac < 0. Graficul functiei este o pa-

rabola cu vérful in punctul V(x , fix ), x,= — 7.

[x

Vo

2a

Graficul functiei f: nu intersecteaza axa Ox; intersecteaza axa Oy in punctul (0, ¢).
Daca a > 0 (a < 0), functia f este: strict descrescatoare pe (— o, x,] ([x,, ©)); strict crescatoare pe
) ((— o, x,]). Functia are valoarea minima f . = flx ) (valoarea maxima f = f(x )). Dreapta

x = x, este axa de simetrie a graficului functiei /.
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Functia f are semnul numarului a pentru orice x € R.

Daci a > 0 mulfimea valorilor functiei este E(f) = [f, . , ©), f =— %.
Daca a < 0 multimea valorilor functiei este E(f) = (-, f ], /. =— 4Aa.



10.

11.

12.

13.

14.

B Exercitii

Fie f: R — R, fix) = ax?+ bx + ¢, A= b* — 4ac < 0. Copiati si completati propozitiile adevirate:

a) Graficul functiei este ... b)x,=... c) Graficul functiei fnu intersecteaza ...

Aflati zerourile functiei f: R — R, daca:

a)flx)=x*+4x+7, b)fiAx)=x*-5x+8, ¢)fix)=x>—2x+3; d)fix)y=x>+2x+35.

Aflati intersectiile graficului functiei /: R — R, cu axele Ox si Oy, daca:

a)flx)=x*+4x+9; b)fix)=x*-2x+7;, c)fix)=x*—4x+38; d) flx)=x*+2x+3.

Fie f: R — R, f{x) = ax*>+ bx + c. Aflati varful parabolei, daca:

a) fix)=x*—8x+17; b) fix)=x>—10x +30; c) fix)=—x*>—12x—37; d) fix)=—x>—14x—51.
Monotonia functiei f: R — R, f{x) =ax*+ bx + ¢, abc # 0, A <0. Copiati si completati:

a) Daca a > 0, functia f'este: strict descrescatoare pe ...; strict crescatoare pe ...

b) Dacé a > 0, functia are valoarea minima ...

c¢) Daca a <0, functia f'este: strict crescatoare pe ...; strict descrescatoare pe ...

d) Daca a <0, functia are valoarea maxima ...

Precizati monotonia functiei f: R — R, daca:

a) flx)=2x>—5x+4; b) fix)=2x>—8x+33; ¢) fAx)=3x>—8x+6; d) fix)=9x>+ 18x+ 10.
Precizati monotonia functiei /: R — R, daca:

a) flx)=-5x>+3x—2; b) flx)=-3x2+14x—18; ¢) fix)=—2x*+10x—13; d) flx)=—2x*+4x—3.
Fie f:R — R, fix) = ax® + bx + ¢, A= b> — 4ac < 0. Copiati si completati propozitia adevirata:
Functia f/* are semnul ...

Fie f: R — R, f{x) = ax® + bx + c¢. Aflati semnul functiei, daca:

a) flx) =2x>+ 5x + 4; b) ix)=3x>+3x+2; c¢)fix)=4x>+x+3; d) flx) =5x* —9x + 4.
Fie /: R — R, fix) = ax* + bx + ¢. Aflati semnul functiei, daca:

a)flx)y=—6x>+7x—10; b)fix)=-2x>+x—1;, c)fix)=-2x>+x—10; d)filx)=—4x*+x—3.
Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a) flx) =x*+2x + 3; b)filx)=x*—4x+6; ¢)fix)=x>—4x+38; d)fix)=x>—4x +5;
e)flxy=—x*+6x—10; DHAX)=—x*+2x—6; g filx)=—x>+4x—7, h)fix)y=—x>+4x—8.
Indicati pe desen semnul functiei.

a) by b) 4 N f, A d) Ay«
. 2

I - / |
Fie situatiile prezentate in imagini. Copiati imaginile si procedati ca 1n indicatie.
b) \ Y4 c) : yT d\ y
ol ¥
3V >
Py -
ol s
Indicatie. Se completeaza pe desen semnul, varful parabolei V(12, —1).

=Y

2

Y=

Se constata ca: g : R — R, g(x) = ax* + bx + ¢, unde — % =12, ¢(12) =-1,

2(0) =—10; axa de simetrie a parabolei este x = 12.

b=-24
Rezolvand sistemul { 484 + 4Z =3, rezultd cd g(x) = — 0,0625x> + 1,5x — 10.

Fie f: R — R, f{lx) = ax* + bx + ¢, abc # 0. Aflati a, b si ¢, daca:

a) graficul lui fintersecteaza axa Oy in (0, 5), grafcul lui fare axa de simetrie x = 1 si este tangent
dreptei y = 1;

b) graficul lui fintersecteaza axa Oy in (0, —8), grafcul lui fare axa de simetrie x =—1 si este tangent
dreptei y =—1,2.
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7.

1)

2)

3)

48

Proprietatile functiei de gradul Il /:R >R, f{x)=ax*+bx + ¢, abc#0,a>0

B Exercitii rezolvate

Aflati valoarea extrema (minima sau maxima) si mulfimea valorilor functiei f: R — R, Ax) =
=d4x* — 12x + 1.

Rezolvare. Se constati ci: 4x” — 12x+9— 9+ 1 = (2x — 3)* — 8. Deoarece (2x —3)*>0si (2x—3)’=0
pentru x = 1,5, rezultd ca (2x — 3)* — 8 > —8 si are valoarea —8 pentru x = 1,5. Prin urmare, f(x) =
(2x — 3)’ — 8 >-8si are valoarea —8 pentru x = 1,5. Functia f are cea mai mica valoare (valoarea
minimd) in x, = —2b—a= 12:8=1,5si f . =f(1,5)=-8.f :_% = —% =
Multimea valorilor functiei este E(f) = [/ . , 00) =[-8, ),

Axa de simetrie a graficului este x = 1,5.

—8.

Aflati valoarea extrema (minima sau maxima) si multimea valorilor functiei f: R — R, flx) =
=2x>—4x+5.

Rezolvare. Se constatd ¢d: 2" —4x +5=2" —dx+2+3=2("—2x+ 1)+ 3=2(x — 1)*+ 3. Deoarece (x — 1)’
>0si(x—1)* =0 pentrux = 1, rezultd ci 2(x — 1)’ + 3 > 3 si are valoarea 3 pentru x = 1. Prin urmare,
fix) =2(x — 1)*+ 3 >3 si are valoarea 3 pentru x = 1. Functia f are cea mai mica valoare (valoarea

minimé)inx=—i=1 i f =f(1)=3.f _ A _ 24,
4 2a $ min *J/ min 4a 8 .
Multimea valorilor functiei este E(f) = [/, . , o) = [3, o).

Axa de simetrie a graficului este x = 1.

Aflati valoarea extrema (minima sau maximad) si mulfimea valorilor functiei f: R — R, Ax) =
=ax*+bx+c,a>0.
4a’x* + 4abx + dac B 4a*x* +4abx +b* —b* +4ac _
4a 4a
(2ax+b)* —b*+4ac  (2ax+b)’ —(b* —4ac) (2ax+b)’ —A S _A

Rezolvare. Se constati ci: ax> + bx + ¢ =

- b

4a 4a 4a 4a
2 . . b A
deoarece (2ax + b)" >0 si a > 0. Prin urmare, f = f 5 = T
a a

Functia : R — R, fix)=ax*+bx + c,abc#0,a>0. A=b>— dac.
Functia f are valoarea minima f . = (——j =——
Functia f este: strict descrescatoare pe (— oo, x,]; strict crescatoare pe [x,, ).
x

X
o ,
V(x,, fx,)) o V&,.fx) x ol V&, fx) X
A>0;a>0 A<0;a>0 - A=0;a>0
b A
Coordonatele varfului parabolei sunt: x, = — Z Yy = —E. x =x, —axa de simetrie a parabolei.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

B Exercitii

Scrieti ca suma sau diferenta de patrate:

a)flx)y=x*+14x+7; Db)fix)=x*—10x+8; c)fAx)=x>—8x+3; d) fix) =x*+12x + 5.
Scrieti ca suma sau diferentd de patrate:

a)flx)=x*+18x+82; Db)fix)=x>—8x+17; ¢)filx)=x>—6x+10; d)fix)=x>*+4x+5.
Scrieti ca suma sau diferentd de patrate:

a) flx) = 4x> + 28x; b) f{x) = 4x> — 20x; ¢) flx) = 16x* — 8x; d) fix) = 9x* + 6x.
Scrieti ca suma sau diferenta de patrate:

a) flx) =81x? +36x + 1; b) flx) =9x* —36x +2; ¢) flx)=16x*> —24x + 3; d) flx) = 4x> + 20x + 24.
Scrieti ca suma sau diferenta de patrate:

a) flx) =49x> + 28x + 5; b) flx) =9x* — 12x + 6; ¢) flx) = 16x* — 24x + 10; d) fix) = 4x> + 20x + 30.
Fie f: R — R, f{x) = ax* + bx + ¢. Examinati graficul si decideti daca f(x) se poate scrie ca suma de
patrate, diferenta de patrate, sau este un patrat perfect.

a) \y}o /: b) \hy c);Ty\/
g EMJ > | 5

Fie f: R — R, f{x) = ax* + bx + c. Calculati discriminantul si decideti daca f{(x) se poate scrie ca suma
de patrate, diferenta de patrate, sau este un patrat perfect.

a)fix)=5x>+4x—1; b)fix)=5x>+12x+8; c)fix)=16x>+12x—1; d) flx)=49x* + 14x + 1;
e)fix)=5x*+6x+3; e)fix)=x>+15x+26; f)fix)=25x*—20x+4; g)flx)=10x>—22x+13.
Fie/:R — R, fix) = ax> + bx + ¢, a > 0. Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Functia fare valoarea ... b) Functia f este: strict descrescatoare ...; strict crescatoare ...

c¢) Coordonatele varfului parabolei sunt: ...

Fie f: R — R, f{x) = ax® + bx + c¢. Aflati abscisa varfului parabolei y = ax? + bx + c.

a)flx)=3x2+8 +4; Db)fix)=9*—15x+25; ¢)fix)=8x>—5x—4; d)fix)=9x*+ 10x— 3.
Fie f: R — R, f{x) = ax? + bx + c¢. Aflati ordonata varfului parabolei y = ax* + bx + c.
a)flx)=2x>+5x+2; b)fAx)=3x+4x+2; c)filx)=2x>—6x+4,5 d)fix)=5x>—11x+4.
Fie f: R — R, fix) = ax* + bx + c. Precizati, daca functia are sau nu are valoare minima:
a)flx)y=6x2+7x—11;, b)fix)=-"2x*+x—-4; c)flx)=2x>+x—13; d)fix)y=-5x*+x-3.
Fie f: R — R, f{x) = ax? + bx + c. Precizati monotonia functiei f, daca:

a)flx)=3x>+12x+7;, Db)fix)=2x*—12x+5; ¢)fix)=3x*-9%+5; d)fix)=2x>—4x+8.

Aflati valoarea minima a functiei f: R — R, cu:
a) flx) =5x>+ 14x + 3; b) filx)=4x>— 15x + 7, ¢) flx)=9x>—8x + 1;
d) fix) =32x* — 96x + 18; e) flx)=4x>—Tx +3; ) flx) =3x*— 8x +6.
Aflati multimea valorilor functiei f/: R — R, cu:
a) flx)=2x>+ 15x + 2; b) flx) =7x* — 16x + 5; ¢) flx)=5x>—9x + 8;
d) fix) =35x* — 34x +11; e) flx)=5x>—17x +2; f) fix) =8x* — 15x +4.
Fie f: R — R, fix) = ax* + bx + ¢. Copiati desenele.
a A b) \A c) \h
) \—J: nl / ) ) Y / ) X Yy /
15 X > oL X
0 32 X 7 >

a) Completati in desen: al doilea zerou al functiei; coordonatele varfului parabolei. Cu ajutorul in-
formatiilor din desen aflati a, b si c.

b) Completati in desen: coordonatele punctelor intrsectie ale graficului cu dreapta y = 2; coordona-
tele varfului parabolei. Cu ajutorul informatiilor din desen aflati a, b si c.

¢) Cu ajutorul informatiilor din desen aflati a, b si c.
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8. Proprietatile functiei de gradul ll /: R - R, f{x) = ax>+ bx + ¢, abc £0,a <0
B Exercitii rezolvate

1) Aflati valoarea extrema (minimad sau maxima) si mulfimea valorilor functiei f: R — R, fix) =
=—5x*+20x — 19.
Rezolvare. Se constatd cd: —5x> + 20x —20 + 1 = =5(x> —4x + 4) = —5(x — 2)* + 1. Deoarece
(x—=2)>0< —5(x —2)’ <0 rezultd cd —5(x — 2)*+ 1 <1 si are valoarea 1 pentru x = 2.
Prin urmare, f{x) = —5x* + 20x — 19 < 3 si are valoarea 3 pentru x = 2. Functia f are cea mai mare
valoare (valoarea maxima) in x, = —% =20:10=2s1 f =f2)=1.f =- % = —% =1.
Mulfimea valorilor functiei este E(f) = (oo, f ]= (—o0, 1],
Axa de simetrie a graficului este x = 2.

2) Aflati valoarea extrema (minima sau maximd) si mulfimea valorilor functiei f: R — R, fix) =
=-0x’+ 12x — 5.
Rezolvare. Se constati ci: —9x* + 12x —5=—9x" + 12x —4—1=—(9x* ~ 12x+4)— 1 =— (3x — 2)’
— 1. Deoarece (3x —2)* >0, — (3x — 2)* < 0 rezultd cd — (3x — 2)* — 1 <—1 si are valoarea —1 pentru

x = 0,(6). Prin urmare, f{x) = — (3x — 2)* — 1 < —1 si are valoarea —1 pentru x = 0,(6). Functia f are
cea mai mare valoare (valoarea maximd) in x, = — 2 =0,6)s1 f  =/0,6)=—1. f = ‘ﬁl
-36

T 36 " 1. Mulgimea valorilor functiei este E(f) = (-0, f  ]= (—o0, 1].

Axa de simetrie a graficului este x = 0,(6).

3) Aflati valoarea extrema (minima sau maxima) si mulfimea valorilor functie f: R — R, f{x) =
=ax*+bx+c,a<0.

4a*x* + 4abx + dac B 4¢*x* + 4abx +b* —b* + dac _

Rezolvare. Se constati ci: ax> + bx + ¢ =

4a - 4a
(2ax+b)* —=b* + 4ac ~ Qax+ b)* —(b* —4ac) _ —(2ax+ b +A < A
4a 4a 4|a| T 44’

b A
deoarece (2ax + b)’ > 0 si a < 0. Prin urmare Jo=f (——) = T
a

Functia f:R - R, fix)=ax*+bx +c,abc#0,a<0.A=b"—4ac.

b A
Functia f are valoarea maxima f = f (——) =——
ma 2a 4a

o) & YN v, )
Ol v, fix,) 0

L

=Y

Y=

I1 Mx,, fix,)) \
A>0;a<0 A=0;a<0
A<0;a<0
b A o :
Coordonatele varfului parabolei sunt: x, = — Z = _E. x =x, —axa de simetrie a parabolei.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

B Exercitii

Scrieti ca suma sau diferenta de patrate:

a) flx)=—x*+14x—24; b) filx)=—x>—10x+5; ¢)fix)=—x*—6x+3; d)fix)=—x+12x—11.
Scrieti ca suma sau diferenta de patrate:

a)flx)=—x*+18x—82; b)fix)=—x*+8—17; c)fix)=—x>+6x—10; d)fx)=-x*+4x—5.
Scrieti ca suma sau diferentd de patrate:

a) flx)=—4x>+32x; b)flx)=—-4x>—28x; ¢)fix)=—16x2—24x; d)flx)=-9x>+ 12x.

Fie f: R — R, f{x) = ax* + bx + ¢. Examinati graficul si decideti daca f(x) se poate scrie ca suma de
patrate, diferenta de patrate, sau este un patrat perfect.

a) Ty b) \Ty\/ ©) Ay X
/ 0| \; 0| > y
d)\y{o /. o iy / D h
X 0 >

Fief:R — R, fix) = ax*+ bx + ¢. Calculati discriminantul si decideti daca f{x) se poate scrie ca suma
de patrate, diferenta de patrate sau este un patrat perfect.

a) flx)=-5x>+4x — 1, b) fix)=—49x* + 28x — 4; ¢) flx)=—6x2+ 12x — 1; d) flx) =—5x* + 2x + 3.
Fie f: R — R, f{x) = ax® + bx + ¢, a < 0. Completati propozitiile adevarate:

a) Functia fare valoarea ... b) Functia f este: strict descrescatoare ...; strict crescatoare ...

c¢) Coordonatele varfului parabolei sunt: ...

Fie f: R — R, f{x) = ax> + bx + c¢. Aflati abscisa varfului parabolei y = ax? + bx + c.

a) flx) =—3x*+ 10x +4; b) fix)=-9x? — 16x + 25; ¢) flx) =—8x* —5x —4; d) flx)=—-9x>+ 10x — 3.
Fie f: R — R, f{x) = ax? + bx + c¢. Aflati ordonata varfului parabolei y = ax* + bx + c.

a) flx) =—2x*+5x +2; b) Ax)=-3x2+4x +2; c) flx)=—6x*+18x — 13,5; d) fix)=—5x>+ 11x— 8.
Fie f: R — R, fix) = ax* + bx + c. Precizati, daca functia are valoare minima sau valoare maxima:
a)flx)=3x2+7x—11;, Db)fix)y=-5x*+x—4; ¢)flx)=2x>+9x—13; d)filx)=-5x*+2x—3.
Fie f:R — R, fix) = ax* + bx + c. Precizati monotonia functiei f, daca:

a)flx)=-3x2+12x+7;, b)fx)=2x>—12x+9; ¢)fix)=-3x*—-9x+2; d)fix)=3x*—3x+8.
Fie f: R — R. Aflati valoarea maxima a functiei, daca:

a) flx)=-5x2+2x + 8; b) fix)=—4x*+12x—9; ¢) fix) =-9x* +4x + 1, d) f{x)=—8x*+ 12x + 3.
Fie f: R — R, fix) = ax? + bx + ¢. Examinati graficele si comparati cu 0 coeficientul a si discrimi-
nantul A.

a) Ty b)\Ty\/ c) Ay x
/oI = /

d)\y{o / o) Y f) . y X

=

X

Fie /- R — R, fix) = ax? + bx + c. Aflati m astfel incat graficul lui f'sa fie tangent axei Ox.
a)flx)=2x>+(m+S5)x+3;, b)fAx)=x*+m+3)x+5 ¢c)fix)=3x*+(m+4)x+6.

Fief: R — R, fix) = (2m — 1)x* + 3x + 2. Aflati m astfel incat graficul lui f'sa fie deasupra axei Ox.
a)flx)=Cm—1)x>+3x+2; b)Ax)=Cm—2)x*+2x+3; ¢)fix)=0CBm—4)x*+5x+ 3.

Fie f:R — R, fix) = (2m — 1)x* + 3x + 2. Aflati m astfel incat graficul lui f'sa fie sub axa Ox.
a)f(x)=(m—14)x*+2x+3; b)fx)=@m—1x>+5x+1; ¢)fix)=0Om—1)x*+2x+0.
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9.

1)

2)

3)

4)

Semnul functiei de gradul I

B Exercitii rezolvate

Pentru a stabili semnul functiei /: R — R, f{x) =—5x%—20x + 105 se calculeaza A = 2 500. Ecuatia
—5x% — 20x + 105 = 0 are solutiile —7 si 3. Se obtine f{x) = —5x> — 20x + 105 = =5(x + 7)(x — 3).
X =7 3
semn (x + 7) - 0 + + +
semn (x — 3) - - 0 +
semn (—5) - - -
semn (f{(x)) - 0 + 0 -

fix) <0 pentrux € (— oo, =7) U (3, ®0); fix) >0 pentrux € (=7, 3).
Pentru a stabili semnul functiei /': R — R, fix) = —12x* + 12x — 6 se calculeazd A = —144,
—12x2 4+ 12x — 6 = 0 nu are solutii reale si —12x> + 12x — 6 = —3(4x2 —4x + 3) =-3[(2x — 1)’ + 1] <0
pentru orice numar real x. Prin urmare, f{x) <0 pentru x € R.

Stabiliti semnul functiei f: R — R, fix) =ax*+ bx + ¢, avind A = b* — 4ac > 0. Functia are zerourile
x, six, x, <x,siax’+bx+c=alx—x)x—x).
X X, X,
semn (x —x,) semn (—a) 0 semn a
semn (x —Xx,) semn (— a) 0 semn a
semn a semn a
semn (f{x)) semna 0 semn (— a) 0 semn a

Stabiliti semnul functiei f: R — R, f{x)=ax+ bx + ¢, avand A = b* — 4ac < 0.

Se constata ca:

(2ax+b)* —b* +4ac ~ (Cax+ b)* —(b* —4ac) _ (Lax+ b —-A ~ (Qax+ b) +(-A)
4q B 4a - 4a B 4a

are semnul lui a pentru orice x € R, deoarece numaratorul ultimului raport este mai mare decat 0.

ax* +bx+c=

Functia de gradul II {:R — R, f(x)=ax>+ bx + ¢, A= b>—4ac > 0. Functia are zerourile X, $1x,,

x, <x,. Semnul functiei f'este semnul lui a pentru x € (— o0, x,) U (x,, o0); semnul functiei /' este semnul
lui —a pentru x € (x, x,).

Functia de gradul II {:R — R, f(x)=ax*+ bx + ¢, A=b>—4ac <0. Functia nu are zerouri. Semnul

functiei f'este semnul lui a pentru x € R.

Functia de gradul Il {:R — R, f(x) = ax>+ bx + ¢, are acelasi semn pentru orice x € R daca si

numai daca A = b* — 4ac < 0.

1)

2)

52

B Exercitii rezolvate

Aflati valorile parametrului m pentru care f: R — R, f{x) = (m + 2)x* + 3x + 1, are acelasi semn
pentru orice x real.

Rezolvare. Trebuie ca A<0.9—-4(m+2) <0< 1 <4m < m € (0,25; o).

Aflati valorile parametrului m pentru care f: R — R, fix) = (2m — 1)x> + 8x + 2 > 0 pentru orice x real.
Rezolvare. Trebuie caA<0si2m—1>0.64—82m—1)<0sim>0,5<1-2m—-1)<0sim>0,5<
8<2m—1sim>0,5¢9<2msim>05em>45sim>0,5<me (4,5;x).



B Exercitii

. Completand un tabel, aflati semnul functiei /: R — R, daca:

a) flx) = (x + 3)(x - 8); b) fix) = (x + T)(x = 9);
X X
semn(x + 3) semn(x + 7)
semn(x — &) semn(x — 9)
semn f{x) semn f(x)
¢) fix) = (x + 11)(x — 24); d) flx) = (x+2,7)(x + 3,9)
X X
semn(x + 11) semn(x + 2,7)
semn(x —24) semn(x + 3,9)
semn f{(x) semn f{x)

. Completand un tabel, aflati semnul functiei /: R — R, daca:

a) flx) = (2x + 13)(4x — 5); b) fix) = (5x + 8)(9x — 4);
X X
semn(2x + 13) semn(5x + 8)
semn(4x — 5) semn(9x — 4)
semn f{x) semn f{x)
¢) fix) = (7x + 4)(3x + 8); d) fix) = Bx + 9)(4x + 12).
X X
semn(7x + 4) semn(3x + 9)
semn(3x + 8) semn(4x + 12)
semn f{x) semn f{x)

. Descompuneti in factori rationali:

a)flx)=x*+8x+9; b)flx)=x*—6x+6; c) flx)=x*—10x+8; d)fix)y=x>+12x+7.

. Descompuneti in factori rationali:

a) flx)=x*+18x+89; b)fAx)=x*—6x+12; c¢) fix)=x>—10x+27; d)flx)=x*+ 12x + 40.
Semnul functiei /: R — R, fix)=ax>+bx +c, A=b>—4ac> 0.

Functia are zerourile x, si x,, x, <x,. Copiati si completati propozitia adevarata:

Semnul functiei f ...

Stabiliti semnul functiei f: R — R, daca:

a) flx)=3x*+8x—5; b) Ax)=5x>+14x—8; ¢)fix)=4x>+10x—3; d) fix)=2x2+6x— 1.
Stabiliti semnul functiei /: R — R, daca:

a) flx)=-8x2+2x+1; b) Ax)=-5x*+4x+3; ¢)filx)=-3x2+10x+9; d) flx)=-2x>+ 6x+ 5.

Stabiliti semnul functiei /: R — R, daca:

a) flx)=2x>+3x +2; b) fix) =3x>+4x +2; o) flx)y=4x>+tx+1;
d) flx) =6x*—9x + 5; e) flx)=—"Tx*+2x—1; ) flx) =—3x> +4x —2;
g) flx) =-9x2 + 8x —3; h) flx) =—5x>+ 6x —2; i) flx) =—5x>+ 10x — 6.

. Aflati valorile parametrului m pentru care f: R — R:

a) f{lx)=(3m —2)x*>+9x + 1> 0 pentru orice x € R; b) fix) =(2m —5)x* + 3x + 2 <0 pentru orice x € R;
¢) flx) = (m—5)x* + 6x + 2> 0 pentru orice x € R; d) f{x) = (4m — 1)x* + 2x + 2 <0 pentru orice x € R.
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10. Functia putere /: R >R, f(x) = ax’®

1)

—1LD

54

B Exercitii rezolvate
Functia /: R — R, f{x) = x. Studiati functia f.
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f'este:

X -2 -1 0 1 2

o |78 -1 701

—7 8 —7

semn f - 0 +

Functia f'este: strict crescatoare. Graficul functiei f* intersecteaza axele de

coordonate 1n (0, 0).

Deoarece f(x) = —f(—x) pentru orice x € R, graficul functiei f are centrul

de simetrie (0, 0). fix) <0 pentru x € (— o, 0); f{x)> 0 pentru x € (0, ).

2) Fie functiaf: R — R, f{x) =—x". Studiati functia f.
Rezolvare. Tabelul de valori al functiei f este:

0 1 2

~ 8 > 1 >0 >] >-8>

0 —

@8 Ay
X -2 -1
SAx)
semn f +
o ¥

coordonate in (0, 0).
(1,1

2,78)
B Exercitii

A 2,8)

b

S
Y=

1L=H

(-2,-8

Functia f este: strict crescatoare. Graficul functiei f intersecteaza axele de

Deoarece f{x) = —f(—x) pentru orice x € R, graficul functiei f are centrul
de simetrie (0, 0). fix) > 0 pentru x € (— o, 0); f{x) >0 pentru x € (0, ).

Functia f: R — R, f(x)=x’. Functia feste strict crescitoare si graficul ei
este simetric fata de punctul (0, 0).
Functia f:R — R, f{x)=—x". Functia f este strict descrescitoare i gra-
ficul ei este simetric fata de punctul (0, 0).

Aflati expresia functiei /:R — R, f{x) = ax?, daca graficul ei contine punctul:

a) (-3, —54); b) (4, —64); c) (-1, 13); d) (2, —4).

Aflati expresia functiei /: R — R, f{x) = ax® + 3, daca graficul ei contine punctul:

a) (-2, 5); b) (-1, 7); ¢) (3, 30); d) (—4, 141).
Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a) flx)=x>+2; b) flx)=x*—2; ¢) filx)=x*+3; d) fix)=x*—-3.
Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a) flx)=0,5x% b) flx)=-0,5x% ¢) flx)=0,1x% d) fix)=-0,1x%
Stabiliti monotonia functiei /: R — R, daca:

a) flx)=21x% b) fix)=—17x% c) flx)=23x% d) flx)=—48x".
Stabiliti semnul functiei /: R — R, daca:

a) flx)=6x’ b) flx)=-3x3% c) flx)=11x% d) flx)=—4x%
Stabiliti semnul functiei /: R — R, daca:

a) flx)=x>+8; b) fix)=x>—64; c) flx) =x*+125; d) fix)=x3-27.
Stabiliti semnul functiei /: R — R, daca:

a) flx)=—x*+343; b) flx)=—x*—125; c) flx)y=—x*+8; d) lr)y=—x*—1.



Sinteza

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Fie f: R — R. Reprezentati graficul functiei f; daca:

a) flx)=0,2x%, b) filx)=—0,4x% ¢) flx)=—0,2x% d) fix) =0,4x2

Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a)f(x)=0,2x>—3; b)filx)=—04x*+2; ¢)fix)=0,5x>—4; d)fix)=-0,25x>+4.
Reprezentati grafic functia f/: R — R, daca:

a) flx)=2x>—6x; b)fix)=3x>—9%; c¢)fix)=-2x>+6x; d)fix)=-3x>+9%.

Fie f: R — R. Alegeti varianta corecta pentru f(x) (ax?, ax*+ b, ax* + bx).

R A =
X /l \r

Aflati intersectiile graficului functiei /: R — R, cu axele Ox si Oy, daca:

a)flx)=x*—8x—-9;, b)filx)=x*+5x—-6; c)fix)=—x>-Tx+8; d)fix)y=—x>+8+9.

Fie f: R — R. Aflati varful parabolei y = f(x), daca:

a)flx)y=x*+8x+15; b)fix)y=—x>—6x+30; c)fix)=x>+1Ix+24; d)fix)=-x>+9% +36.
Precizati monotonia functiei f: R — R, si axa de simetrie a graficului ei, daca:
a)flx)=5x>—4x—4; b)fix)=2x>-8x—1; ¢c)fix)=-3x>+18x+1; d)fx)=—9x*+ 8 +5.
Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a)flx)=x*—4x+3; Db)fx)=x2+5x+6; c)flx)=—x*+6x-8; d)fix)=-x*+4x+5.
Aflati intersectiile graficului functiei /: R — R, cu axele Ox si Oy, daca:

a)flx)=x*—4x+9;, b)filx)=x*+5x+6; c)fix)=—x>—4x—-8; d)fix)y=—x>+4x-09.
Precizati monotonia functiei f: R — R, daca:

a) flx)=2x*+5x+4; b) fix)=2x*+8x+33; ¢) fix)=-3x>—8x—6; d) flx)=—9x*+ 18x—10.
Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca:

a)flx)y=x*+4x+5, b)fix)y=x*+4x+7, c)fix)=—x>+4x-38; d)fix)=—x*—6x—10.
Aflati semnul functiei /: R — R, daca:

a) fix)=3x>—8x—5; b) fix)=5x>—14x—8; ¢)filx)=—4x>—10x+3; d) flx)=-2x>+6x—1.
Aflati semnul functiei f/: R — R, daca:

a) flx)=2x*=8x+9; b) fix)=9x*—14x+8; ¢)fix)=-Tx*+10x—4; d) fix)=-5x*+6x—2.
Fie f: R — R. Aflati valoarea maxima sau minima a functiei, daca:

a) flx)=5x>+2x+8; b)flx)=—9x* +24x —16; c)fix)=—9x* +4x—1; d)fix)=8x*—12x+ 5.
Fie functia f/: R — R.

a) flx) = (2m — 3)x* + 4x + 3. Aflati m astfel incat f{x) > 0 pentru orice x € R.

b) fix) = (3m — 2)x* — 5x + 1. Aflati m astfel incat f{x) > 0 pentru orice x € R.

Fie functia f/: R — R.

a) flx) = (m — 6)x* + 7x — 1. Aflati m astfel incét f{x) < 0 pentru orice x € R.

b) flx) = (2m — 7)x* + 3x — 2. Aflati m astfel incat f{x) < 0 pentru orice x € R.

Fie functia f/: R — R.

a) flx) = (m — 2)x* + 9x — 3. Aflati m astfel incét f{x) < 0 pentru orice x € R.

b) fix) = (3m — 8)x? + 6x — 4. Aflati m astfel incat f{x) > 0 pentru orice x € R.

Fief:R — R, fix) = (5m — 2)x* + 2x — 7. Aflati m astfel incat abscisa varfului parabolei y = f{x):

a) sa fie egald cu 3; b) sa aiba modulul egal cu 8.

Fie f:R — R, fix) = (2m — 5)x* + 4x — 9. Aflati m astfel incat abscisa varfului parabolei y = f{(x):

a) sa fie intre 2 5i 10;  b) sd aiba modulul mai mic decat 4.
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Evaluare

Fie f: R — R, f{x) = ax*. Aflati a, daca grafi- §lil 1.

cul lui f'contine punctul (5, —30).

Precizati monotonia functiei:

/R >R, fix)=4x*— 19x.

Aflati intersectiile cu axele de coordonate ale
graficului functiei:

/R >R, flx)=—4x*+ 10x — 3.

Fie f: R — R. Aflati coordonatele varfului
graficului functiei cu f{x) = 2x* + 15x — 6.

. Examinati graficul functiei T y
f:R—>R, 5T
fix)=ax*+bx +c, /*/
si completati: a ... 0; S
A ... 0; axa parabolei este ...
Stabiliti semnul functiei
fR—>R, fix)=-5x*—Tx+4.
Reprezentati graficul functiei
f:R - R, fix)=2x*—4x— 16.

. Examinati graficul functiei
f:R—>R,

f(x) =ax*+ bx + ¢, si aflati:
a)a, b, c;

b) coordonatele varfului parabolei.

Fie functia f: R — R. fix)=(m—7)x*+2x—3.
Aflati m astfel incat f{x) > 0 pentru orice x € R.

f:R—>R,

f:R—->R,

11
Fie f:R >R, flx) = ax*. Aflati a, dacd graficul
lui f contine punctul (5, —40).
Precizati monotonia functiei:
fi:R - R, flx) = 4x* - 21x.
Aflati intersectiile cu axele de coordonate ale
graficului functiei:
f:R >R, flx) =-5x*+ 10x — 3.
Fie f: R — R. Aflati coordonatele varfului
graficului functiei cu flx) = 2x* + 13x — 4.

16 X

A\

Examinati graficul functiei T ¥
6

fix)=ax*+bx +c, O/*/
si completati: a ... 0; !
A ... 0; axa parabolei este ...
Stabiliti semnul functiei

[ R—>R, flx) =-5x>-9x + 3.
Reprezentati graficul functiei

[ R =R, flx) =2x* + 4x - 16.

Examinati graficul functiei

f(x) = ax*+ bx + ¢, si aflati:
a)a, b, c;

b) coordonatele varfului parabolei.

Fie functiaf: R — R. flx) = (m—8)x*+3x - 2.
Aflati m astfel incat f{x) > 0 pentru orice x € R.

Din istoria matematicii

Francois Viete cunoscut si sub numele latin Francescus Vieta (1540—-1603)
a fost un avocat francez, matematician prin vocatie. De aceea, rezultatele lui
Francgois Viéte in matematica, i-au asigurat acestuia un loc in istoria matemati-
cii alaturi de matematicienii profesionisti din toate vremurile.

In perioada 15841589 s-a dedicat in intregime matematicii. A dorit si re-
descopere si sd continue matematica anticd. Si-a facut cunoscute rezultatele
in carti publicate pe cont propriu in limba latina, conform obiceiului din acea
vreme. A fost primul care a folosit litere in locul numerelor (in cartea /n artem
analyticam isagoge): consoanele — pentru numere sau cantitati cunoscute, vo-
calele — pentru numere sau cantitati necunoscute.

Printre alte rezultate obtinute de el amintim:

* identitatile algebrice (formulele de calcul prescurtat) unde mentionam cubul sumei;

* ecuatia de gradul II.

Francois Viete
(1540-1603)
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Suplimentar

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Reprezentati graficul functiei /: R — R, daca: a) fix) = | x> —4x + 3 |; b) fix)=| ¥* +5x+ 6.
g(x), daca x e R\ (0, 3)
Fie functiile £, g, i: R > R, f{x)=x"—3x+2, g(x) =2, h(x)=
fix), daca x € (0, 3).
g(x), dacax € R\ (0, 3)
Fie functiile £, g, h: R — R, fix)=x"—3x—4, g(x)=—4, h(x)=
flx), daca x € (0, 3).

g(x), daca x € R\ (0, 3),
Fie functiile £, g, h: R — R, flx)=x"+2x — 8, g(x) = 2,(6)x — 8, h(x) =

fix), dacd x € (0, 3).

Fie functia /: R — R, f{x)=x"+ px + g. Aflati valorile parametrilor p si ¢ pentru care:

a) punctul P(—1, 2) este varful parabolei y = x> + px + ¢;

b) punctul P(-2, 1) este varful parabolei y = x> + px + q.

Fie functia f: R — R, f{x) =x’+ px + q. Aflati valorile parametrilor p si ¢ pentru care:

a) punctul P(—2, 1) apartine graficului si —3 este un zerou al functiei f;

b) punctul P(—1, 3) apartine graficului si —2 este un zerou al functiei .

Fie functia f: R — R. Aflati valorile reale ale parametrului pentru care graficul functiei f are un

singur punct cu axa absciselor, daci: a) f{x) = mx* + 3x + m; b) fix) = 4mx” + 5x + m.

Fie functia f: R — R. Aflati valorile reale ale parametrului pentru care functia f'are cel putin un

zerou, daci: a) fix) = —x* + 2mx — (m — 1)*; b) fix) = —x* + 6mx — (3m — 2).

Fie functia f: R — R. Aflati valorile parametrului pentru care:

a) punctul P(1, 3) este varful parabolei graficului functiei f{x) = x> — 2m’°x + m + 3;

b) punctul P(—1, 4) este varful parabolei graficului functiei fx) = x> — 2m’x — 3m + 4.

Fie functia f: R — R. Aflati valorile parametrului pentru care:

a) fix)=mx>—m>—m+ 1, x =1 este zerou al functiei f si graficul ei are ramurile orientate in sus;

b) fix)=mx>—m’—4m + 2, x = 2 este zerou al functiei / si graficul ei are ramurile orientate in jos.

Fie functia f: R — R. Aflati valorile parametrului pentru care:

a) flx)=x>—(2m + 1)x + m* + 1 si valoarea minimi a functiei /" este 0,25;

b) fix)=x>—(6m— 1)x +9m* + 1 si valoarea minima a functiei " este 0,75.

Fie functia f: R — R. Aflati valorile parametrului pentru care:

a) flx)=mx—m’—m+ 3, x =1 este zerou al functiei fsi functia este strict crescitoare;

b) flx) =mx—m’—2m + 4, x = 2 este zerou al functiei f'si functia este strict descrescitoare.

Fie functia f: R — R. Aflati valorile reale ale parametrului pentru care:

a) flx)=mx*— 5x — 3, graficul functiei f are ramurile in sus si intersecteazi abscisa in doui puncte;

b) fix) = mx* — 4x + 2, graficul functiei / are ramurile in jos si intersecteazi abscisa in doui puncte.

Fie functia f: R — R. Aflati valorile reale ale parametrului pentru care:

a) fix) = (m*—2)x* + m, graficul functiei f contine punctul P(1, 4) si intersecteaza Oy intr-un punct
cu ordonata negativa;

b) fix) = (m*> — 7)x* + 3m, graficul functiei f contine punctul P(—1, —3) si intersecteaza Oy intr-un
punct cu ordonata pozitiva.

Fie functia f: R — R. Aflati valorile reale ale parametrului pentru care:

a) flx) = x* + 4x + 2 si punctul P(m, 2) este un punct al graficului din cadranul I;

b) fix) = x* + 5x — 8 si punctul P(m, —2) este un punct al graficului din cadranul III.
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lul

24 ‘ Ecuatii. Inecuatii. Sisteme

4

1. Notiunea de ecuatie

1) 3x + 15 =22, x € R, este o propozitie cu variabila x. Variabila poate fi inlocuiti cu numere reale. in-
locuind x cu 2,(3), se obtine o propozitie adevarata. Pentru alte valori reale ale lui x rezulta propozitii false.

2) 2x+y=4,(x,y) € N x N, este o propozitie cu variabilele x si y. Inlocuind (x, y) cu (0, 4), se obtine
o propozitic adevarata. Acelasi rezultat se obtine pentru (x, y) = (2, 0).

Propozifia cu variabile de forma f,(x) = f,(x), x € D, este o ecuatie cu necunoscuta x.

Ecuatia f (x) = f,(x), x € D, are membrul sting f,(x) si membrul drept f(x).

Se numeste solutie a ecuatiei f,(x) = f,(x), x € D, numarul a € D pentru care f,(a) = f,(a) este o pro-
pozitie adevarata.

Multimea solutiilor unei ecuatii este multimea tuturor solutiilor ei si se noteaza, de obicei, S.

A rezolva o ecuatie Inseamna a afla multimea solutiilor acestei ecuatii.

H Exercitii rezolvate

1) Fieecuatiile: 5x+7=-8,x€ Z;5x=-7—-8,x € Z; 5x=—15,x € Z; x =3, x € Z. Inlocuind x cu —3
in toate ecuatiile enumerate, se obtin propozitii adevarata. Toate aceste ecuatii au mulfimea solutiilor
S={-3}.

2) Fie ecuatiile: ﬁ= 3, xeQ; DVA=Q\ {-8};3x+24=x;3x+24 —x=x—x; 2x + 24 =0;
2x =—24; x =—12, x € DVA. Inlocuind x cu —12 in toate ecuatiile enumerate, se obtin propozitii
adevirate. Toate aceste ecuatii au mulfimea solutiilor, S = {—12}.

Ecuatiile cu acelasi DVA, care au multimile solutiilor egale se numesc echivalente.

Ecuatia atasatd unei functie de gradul I se numeste ecuatie de gradul 1. Cu ajutorul unei ecuatii de
gradul I se calculeaza zerourile functiei corespunzatoare.

Ecuatia atasata unui ecuatii de gradul I se numeste ecuatie de gradul I1. Cu ajutorul unei ecuatii de
gradul II se calculeaza zerourile functiei corespunzatoare.

La rezolvarea unei ecuatii de gradul I se aplica proprietatile relatiei de egalitate:

a=be®a+tc=b+tec. a=be®a—-c=b—c.
3) Daca ¢ # 0, atuncia = b « ac = bc. 4)Dacac # O,atuncia=b<ea:c=b:c.
B Exercitii

1. Copiati si completati propzitiile adevarate:
a) Propozitia cu variabile de forma f,(x) = f,(x), x € D, este ...
b) Ecuatia f,(x) = f,(x), x € D, are ...
¢) Se numeste solutie a ecuatiei f,(x) = f,(x), x € D, ...
d) Multimea solutiilor unei ecuatii ...
e) A rezolva o ecuatie inseamna ...
2. Recunoasteti ecuatiile din lista:
aA)2x=4x+1=5x—-3,xeD; 3x+15x+12,xe D; 6x=13; 23x<12,x € D;
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

b)dx=5x—T=12x—-2,x€ D; 8x+ 1lx+2,x € D; 9x=73;4x <83,x € D;
)8qx=2x+3=9x—-5xeD;6x+19%+1,xe D;2x=19;3x <13, x € D;
d)3x=9%x—-8=75x—6,xe€ D;9x+45x +31,x € D; Tx =23;24x <5,x € D.

Enumerati fiecare membru al ecuatiei:

a)dx—5=6x+12,x € D, b) 12x —3=35x+29,x € D,

c) l4dx—45=27x—2x,x € D, d) 18x+23=35x+12,x € D.
Precizati cate necunoscute are fiecare dintre ecuatiile:

a)24x+7=33x—4,xe D, b)6,3x—04y=15x+2,xe D,y € E;
c)6x*—5z=12,xe D,z € E; dy6x—2,7y=32x+4,xeD,ye L.
Selectati ecuatiile care au coeficienti rationali:

a)2,8x—2,5=\/7—2,xeD; b) /1024x-15=3x—10,x € D;

¢) 5,(7)x — \/ﬁ =13,8, x € D; d) 465,61x—-7,(2) =13x—12,x € D.

Stabiliti care dintre ecuatiile urmatoare au solutii in multimea {2, —1, 2, 3, 4}:
a)5x—7=8,xeR; b)Ix—-7=11,x eR; c)bx—5=13,xeR; d)9x—20=16,x € R.
Controlati daca:

a) 24/2 este solutie a ecuatiei x> —8=0,x €R; b) 2+/3 este solutie a ecuatiei x> — 12 =0, x € R;
c) 24/5 este solutie a ecuatiei x> — 20 =0, x € R; d) 542 este solutie a ecuatiei x> — 50 =0, x € R.
Aplicand proprietatile egalitatii numerelor reale, construiti trei ecuatii echivalente cu ecuatia:
a)7x—3=8,xeR; b)10x—-8=11,xeR; ¢)1lx—9=13,xeR; d)18&x—5=20,x€R.
Controlati echivalenta ecuatiilor:

a)5x—12=x—-8,xeR,si2x—8=0,xeR; b)Ix—17=x—-7,x€R,5118x—6=0,x eR;
c)7x—18=2x-3,xeR,sidx—12=0,x€eR; d)23x—12=5x—6,x€eR,si6x—6=0,x € R.
Model. x=3V2 = x>=18 « x>~ 18 =0. Procedand ca in model, aflati ecuatia cu coeficienti ratio-
nali, de grad minim, care are solutia: a) 5‘/5; b) 3\/7; c) 5\/5; d) 11\/5.

. Model.x=3+V2 e x—3=V2=>x>—6x+9=2<x>—6x+7=0. Procedand ca in model, aflati

ecuatia cu coeficienti rationali, de grad minim, care are solutia:

a) 12 +V15; b) 13 +V14; ) 14 +V17; d) 15 +V19.

Aflati i comparati ecuatia cu coeficienti rationali, de grad minim, care are solutia:

a) 3 + 215 cu cea care are solutia 3 — 2y15; b) 2 + 4/11 cu cea care are solutia 2 — 4y11 ;
c)5+ 3V17 cu cea care are solutia 5 — 3y/17; d) 6+ 5V19 cu cea care are solutia 6 — 5V19.
Model. x =V5+V2 = ¥ =7+2/10 &+ 7=2/10 = x* + 14x> + 49 = 40 & x* + 14x> + 89 = 0.

Procedand ca in model, aflati ecuatia cu coeficienti rationali, de grad minim, care are solutia:

a) V11 +V13; b) V13 +v15; o) V14 +V19; d) V11 +v19; e) V13 +V17.
Model. x=V2+3V5 = x*=47+6/10 ©x*—47=6y10 = x*+94x>+2 209=360 < x* + 94x> + 1849 =0.
Procedand ca in model, aflati ecuatia cu coeficienti rationali, de grad minim, care are solutia:
a)\/§+3‘/§; b)\/5+5‘/§; c)\/7+4\/§; d)\/§+6\/5; e)\/7+5\/§.
Aflati si comparati ecuatia cu coeficienti rationali, de grad minim, care are solutia:

a) \/5 + 3\/ﬁ cu cea care are solutia \/5 - 3m; b) \/5 + 2\/ﬁ cu cea care are solutia \/5 - ZM;
c) \/g + 2\/ﬁ cu cea care are solutia \/g - 2\/ﬁ ; d) \/7 + 3\/ﬁ cu cea care are solutia \/7 - 3\/3 .
Aflati si comparati ecuatia cu coeficienti rationali, de grad minim, care are solutia:

a) 2V3 +3V2 cu cea care are solutia 23 - 3\/5; b)S\/E +2V5 cu cea care are solutia 5vV2 - 2‘/5;
c) 3v7 + 7V3 cu cea care are solutia W7 - 7\/3; d) 6V7 + 7V6 cu cea care are solutia 6V7 - 6.
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2. Ecuatia de gradul Il

Rezolvarea in R a ecuatiilor de gradul II

1) 5x* +4x=0<x(5x+4)=0< x=0sau5x+4=0<x=0saux=—0,8. Multimea solutiilor este
S=1{-0,8; 0}.

2) 4°—9=0<4x?=9 < |2x|=3 <|x|=1,5. Multimea solutiilor este S = {—1,5; 1,5}.

3) 7x°+ 11 =0 < 7x>=— 11. Multimea solutiilor este S = @.

4) 5°+4x—1=0are A= b*—4ac=36>0. xlzﬂ:_ ,x2:‘4+6

ilor este S = {-5; 0,2}. 10

5) 2x*+2x+3=0are A=b’—4ac=-20<0. Ecuatia nu are solutii reale, Multimea solutiilor este S = @.
Ecuatia ax® + bx + ¢ =0 cu necunoscutax sia € R, b € R, ¢ € R are discriminantul A = b* — 4ac.
Ecuatia are solutii reale dacd si numai dacd A > 0. Daca:

=(0,2. Multimea soluti-

1) A <0, atunci S = @. 2)A=O,atunciS={2b}.
a
. —b-VA | —bh+VA ~b —\b*—4ac —b+\b*—4ac
3)A>0,atuncix, =——six, =—, 5= , .
: 2a ? 2a 2a 2a

Ecuatia ax” + 2bx+c=0cunecunoscutaxsia €R ,b €R,c €R are discriminantul A, = (bl)2 —ac.
Ecuatia are solutii reale daci si numai daca A, > 0.

~b, VA, —b, +VA, S_{—bl—\/Xl —b1+\/Xl}
a e ’

Dacd A >0, atuncix, = ———six, =
a

b

a a
Rezolvarea in R a ecuatiilor de gradul II sau rezolvabile cu ajutorul acestor ecuatii

H Exercitii rezolvate
1) x¥*+2x—3=0are A = (bl)2 —ac=4>0.x =-1-2=-3,x,=—1+2= 1. Mulfimea solutiilor este
S={-3,1}.
2) x*—13x>+ 36 =0 se rezolvi cu ajutorul ecuatiei y* — 13y + 36 = 0 cu y = x*. Ecuatia in y are soluti-
ile 4 51 9. x* = 4 are solutiile —2 si 2, iar x> = 9 are solutiile —3 si 3. Prin urmare, ecuatia initiali are
multimea solutiilor este S = {3, 2, 2, 3}. . .
4x 5 4x"—12x—5x— 15 3x*—17x—6
x+3fﬁ—1,(1).DVA—|R\{—3,3},(2).(1)@ 29 —1—0©W—O.
Ecuatia initila are solutiile ecuatiei 3x* — 17x — 6 = 0 care se afld in DVA. 3x> — 17x — 6 = 0 are solu-
tiille — 0,(3) si 6, ecuatia initiald are multimea solutiilor S = {— 0,(3); 6}.

3)

4) Suma si produsul solutiilor reale ale ecuatiei 2x* + 7x — 3 = 0 sunt respectiv, —3,5 si —1,5.

5) Pentru a afla numerele reale cu suma 32 si produsul 255 se rezolvi ecuatia de forma x> — Sx + P=10
cuS=32si P=255.
Teorema lui Viéte. (Relatiile intre solutiile si coeficientii ecuatiei de gradul II).

Daci ecuatia de gradul IT ax® + bx + ¢ = 0 cu necunoscuta xsia € R, b € R, c € R’ are solutiile reale

X, §ix2(A=b2—4ac20),atunciS=x1+x2=—2,P=xlx2=Q.
a a

6) Fie ecuatia 2x> + 3x — 5 = 0. Fara sa rezolvati ecuatia, calculati: S* = x2 +x}si ¥ = x} +x}, unde
x, six, sunt solutiile ecuatiei.
Rezolvare. S® =x? +x? = (x, +x,)’ = 2xx,=S*—2P,unde S=-1,5§i P=2,5.S® =225 -5 =
=-225.89=ux +xJ =(x, +x,)’ = 3x2x, - 3xx? = (x, +x,)’ = 3xx, (x, + x,) = S* — 3SP. Rezultd

S =(-1,5°-3-225-(-1,5)=-3,375 + 10,125 = 6,75.

60



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

B Exercitii

Rezolvati in R ecuatiile:

a) 8x° +3x=0; b) 7x* —3x = 0; c)—9x° + 11x = 0; d) —11x* — 14x = 0.
Rezolvati in R ecuatiile:
a) 9x’ — 625 =0; b) 25x* - 16 = 0; ) 25x* =36 =0; d) 100x* — 324 = 0.
Rezolvati in R ecuatiile:
a) 56x° + 4 =0; b) 16x* + 9 = 0; ) 25x° + 121 =0; d) 100x* + 576 = 0.

Rezolvati in R ecuatiile:
a) 4x’ + 12x +9=0; b) 25x° —30x + 9 =0; c) 4x” —28x +49 = 0; d) 64x* —48x +9=0.
Fie ecuatia de gradul II ax® + bx + ¢ = 0. Copiati si completati propozitiile adevirate:

a) Discriminantul ecuatiei este ... b) Ecuatia are solutii reale daca si numai daca ...
c) Daca A= 0, atunci S= ... d) Daca A> 0, atuncix, =...§= ...

Rezolvati in R ecuatiile:

a)x’+5x+11=0; b)x’+6x+10=0; ¢)2x*+3x+3=0; d)5x*+7x+4=0.
Rezolvati in R ecuatiile:

a)x’ +8x+5=0; b) 3x* + 2x —4 =0; ¢) 2’ +6x—1=0; d)5x* +4x—-2=0.
Rezolvati in R ecuatiile:

a)dx’ + 8x +7=0; b) 6x° + 10x + 9 = 0; ¢)3x* +2x +3=0; d)5x° +4x+2=0.
Rezolvati in R ecuatia:

a) x* + 34x + 123 = 5x + 23; b) x2— 12x + 87 =5x + 15; c)x?—1lx+72=4x+18.
Rezolvati in R ecuatia:

a)Sx?—41x+17=2x>-14x+7; b) 65> — 14x + 5=2x*—5x+3; ¢) Tx* + 5x - 23 =4x*> + 4x — 13;
d) 11x>—18x— 16 =6x>+ 15x —2; e)Ix*+23x+ 17 =4x*+46x + 3; f)x*+26x+61=>5x—19.
Rezolvati in R ecuatia:

a)8x?+6x+7=5x2-9x+5; b)3x*+21x+3=6x>+12x+5; ¢) 11x>+ 15x — 33 =8x> + 16x — 18.
Rezolvati in R ecuatia:

a) 5x* — S5x + 8 =2x* + 2x + 4; b) 13x> - 9x + 2 =5x* — 6x + 1; c) x> +26x+61=>5x—19.
Rezolvati in R ecuatia: a) (3x2 —2)* = (x2+ 3)%; b) (4x> —3)* = (2x2 + 1),

Rezolvati in R ecuatia: a) 5x2 — 2x + 8 = (2x + 3)% b) 2x* — 11x — 16 = (x + V13)(x — V13).
Rezolvati in R ecuatia:
x+1 x—2 x+4 x—7 x+8 x—2 x—5 x—6
= —_— bizi' = " diz .
2) 3x x+5’ ) 5x x—6 2 4x x+3’ ) 6x x—4
Rezolvati in R ecuatiile:

a)x'—8x*+15=0; b)x*—10x* + 21 = 0; ¢)x'—12x* +35=0; d)x'—11x*+24 =0.
Rezolvati in R ecuatiile:
a)x'—12x* +27=0; b) x* —26x* +25=0; o) x'—18x* +32=0; d)x*—18x*+77=0.

Rezolvati in R ecuatiile:

a) + =1; b) + =1, o) 2 - > =1; d) 3 - 4 =1.
2x—1 2x+1 3x=2 3x+2 4x—-3 4x+3 5x-2 S5x+2

Fara sa rezolvati ecuatia, aflati suma si produsul solutiilor reale:

a) 3x’— 11x— 8 =0; b) 5x* = 7x—12=0; c)dx*—5x+1=0; d)2x*—9x—8=0.

Aflati doua numere reale daca:

a) suma lor este —20, iar produsul lor este 91; b) suma lor este —17, iar produsul lor este —138;

¢) suma lor este —2, iar produsul lor este —224; d) suma lor este 15, iar produsul lor este —126.

Fara sd rezolvati ecuatia 8x* — 3x — 5 = 0, calculati: S® = x? +x7 s Y = X} +x;.
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3. Ecuatii rationale

Exemple.

1) Fie functiaf: R — R, fix)=4x +5.4x + 5=0, x € R, este ecuatia de gradul I atasata functiei f.

2) Fie functia f/: R — R, f{x) = 5x7—6x+2.5x2— 6x+2=0,x €R, este ecuatia de gradul II atasata
functiei f.

3) Fie functia /: R — R, flx) =2x" + 7x° = 3x + 1. 2x>+ 7x2 = 3x + 12 = 0, x € R, este ecuatia de
gradul III atasata functiei /.

Rezolvarea ecuatiei de gradul I de forma ax+b=0,xeR,aeR", b eR
b

ax+b=0®ax+b—-b=-beax=-beax:a=-b:a® x=—;5=1——1.
a a

Ecuatia atasata functiei afine definite de formula f{x) = ax + b, a € R, b € R, este ecuatia afind
ax+b=0,aeR,beR.
1) Daca a # 0, ecuatia afina este ecuatie de gradul I: b b
ax+b=0®ax+b—-b=-beax=-beax:a=-b:a<% X=——;S={——}~
2) Daca a = 0, ecuatia afina se reduce la b =0, x € R. Rezulta: a a
« Daca b = 0, atunci ecuatia devine 0 =0, x e R, cu S=R.
» Daca b # 0, atunci ecuatia nu are solutii S = Q.

B Exercitii rezolvate

1) Rezolvati in Q ecuatia 4x + 7 = 0.
4x+7=0e4x+7-T7=-"To4x=-To4x:4=-T:4<x=-1,75. Rezulta S = {-1,75}.

2) Rezolvati in Q ecuatia 3x — 8 = 7x + 19.
3x—8=Tx+193x—-8-3x=7x+19-3x4x+19=-8 <«
4x+19-19=-8-194x=-27x=-6,75,5= {-6,75}.

3) Rezolvati in Q ecuatia: (2x — 1)(2x + 1) = 2x(2x — 3).

Cx—D2x+1)=2x2x—3) e dx’— 1 =4x’—6x o 4x’— 1 —dx’=4x’—6x—4dx’ & -1 =—6x &
6x =1 < x=0,1(6). Multimea solutiilor este S = {0,1(6)}.
4) Rezolvati in Q ecuatia: = = i.
X x—2
DVA=Q\{0,2},(1).5(x—2)=3x«5x—10=3x<5x— 10+ 10=3x+ [0 5x=3x+ 10 & 5x — 3x =
=3x—3x+10e 2x=10<x=15,(2). (1) si (2) implica: multimea solutiilor ecuatiei este S = {5}.
3

x-3 x+5

DVA=Q\ {-5,3},(1).4x+5)=3x-3)4x+20=3x-9e4x+20-20=3x-9-20

4x=3x—29 e 4x—3x=3x—3x—29 ©x=-29,(2). (1) si (2) implica: multimea solutiilor ecuatiei

este S = {—29}.

6) Rezolvati in Q ecuatia: =

5) Rezolvati in Q ecuatia:

-4 _x+5

-5 x+2
DVA=Q\ {-2,5},(1). (x—4)(x+2)=(x-5)(x+5)ex —2x—8=x"-25®x - 2x—8+8=
=x’=25+8ex’—2x=x"—17Tex’—x’'-2x=x"-17-x"e-2x=-17ex=85,(2). (1) si
(2) implica: multimea solutiilor ecuatiei este S = {8,5}.

7) Rezolvati in R ecuatia: (m + 3)x —7=0.

(m+3x—7=0% (m+3)x=7,(1). Daci m+3#0 = m#-3,2). (1) si (2) implicéxIﬁ
multimea solutiilor ecuatiei este S = {%3} Dacam+3=0<m=-3,(3).(1)si(3) implica mul-
m

timea solutiilor ecuatiei este S = @.
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B Exercitii

1. Rezolvati in Q ecuatia: a) 2x + 1 =0;b) 4x +3 =

Rezolvati in R ecuatia:

2

a) —x+i:0; 2
3 5

b) §x+—
7 3

0;

2
C) =x+—
) 7

0;¢)5x+2=0;d)7x+4=0.

5 —_—

_0;

d) Zx+z=0.
5

6 8

3. Rezolvati in Q ecuatia: a) 4x — 1 =-23;b) 7x —3=9;¢) 6x —5=10;d) 7x + 8§ = 2.

4. Rezolvati in R ecuatia:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) 3x — 24/3=543; b) 7x— 8/2 =342;
Rezolvati in Q ecuatia:
a)5z+2=3z—-7, b)7z+8=5z—-10;

Rezolvati in Q ecuatia:

C

) 122+ 17 =19z - 23;

) 6x — 93 =—/3; d) 10x + 64/5 = 44/5.

d) 13z+8=18z—-92.

a)3(t+4)=12t—9; b)6(t+5)=19¢—130; c)23(t+ 12)=19¢—120; d) 35(t +42) = 15¢— 39.

Rezolvati in Q ecuatia:

a) 2(5z — 4)=7(2z — 3); b) 8(3z — 2) = 3(9z — 4); ¢) 10(7z — 2) = 11(3z — 5); d) 13(5z — 6) = 8(5z — 3).

Rezolvati in Q ecuatia:

a)ix—zzéx—& b)ix—4=§x—8;
15 4 16 6
Rezolvati in Q ecuatia:

3)8_x=12—8x; b)@:3—6x;
23 14 7 8
Rezolvati in Q ecuatia:

x 4 5x 1 x 2 4x 3
2 5 4 12 3 7 8 16

Rezolvati in Q ecuatia:

a) (2x— 1)+ (5x — 1)* = (2x + 3)* + (5x + 2);
c) (Sx— 1Y+ (12x— 1" =(13x + 2)%;
Rezolvati in Q ecuatia:
a)|2x+1|+|y—4,5|+]z—3,6]=0;
c)|6x+1|+|y—19|+]|z—5.2|=0;

4 5 7

c)ix—Sz—x—12; d) —x-6=—x-11.
10 15 18 12
C)S_x:3—5x; d)3_x:6—3x.

16 15 17 11
C)£_§:3_x_l; d)i_i:ﬂ_i
8 6 10 12 9 15 14 21

b) Bx— 1>+ (4x — 1> = (5x + 4)%;
d) (8x =3+ (15x + 1)’ = (17x + 2)~.

b)[Sx+2[+]y—28[+]z—-4,1]|=0;
d)[12x+1[+|y=59]+|z—2,1]=0.

Rezolvati in Q ecuatia:

3 5 9 4 2 7 7 8 4 11

3.2 b 2=—*; -1 g l=_t 4- 1
a)x x—3 )x x—5 C)x x—4’ )x x—5 ©) x x—6
Rezolvati in Q ecuatia:

6 _ 5 2 _ 3 7 _ 8 4 _ 7 2 _ 9
a)x72 x+4 b)x*3 x+2 C)xfl x+5 d)x*8 x+6 )x*9 x+7
Rezolvati in Q ecuatia:

x—1_x+4 x—2_x+8, x—3_x+8, x=7_x+2 x—3_x+2
a)x—3 x+3’ b)x—S x+7 C)x—6 x+2 d)x—9 x+6 e)x—9 x+6
Rezolvati in Q ecuatia:
a)36—3236-1-7_ )x—1:x+8, c)x—7:x+2, d)x—8:x+5. e)36—4:36-1-9

x—=7 x+2° x—8 x+6 x—2 x+3 x—=5 x+4 x—9 x+7

Rezolvati in R ecuatia:

a)(m+4x—11=0; b)(m+12x—15=0;

c)(m—16)x—21=0; d)(m—128)x —38=0.
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4. Sisteme de ecuatii

H Exercitiu rezolvat
Suma de 275 lei este platita folosind 38 de bancnote unele de 5 lei, celelalte de 10 lei. Pentru a afla
cate bancnote de 5 lei si cate bancnote de 10 lei se folosesc trebuie rezolvat sistemul avand necunoscu-

+ty= R
tele x = numarul bancnotelor de 5 lei, y = numarul bancnotelor de 10 lei: {)gx _i} | 03)8: 275, Impartind a
+y= +y= =21
doua ecuatie la 5 se obtine: {iJrgy :325 e {; :){7 38 < {; 17 21 bancnote de 5 lei si 17 bancnote

de 10 lei.
Propozitia compusa f,(x, y) = f,(x, y) s1 g,(x, ) = g,(x, y) cu variabilele x si y, notata
S, ) = 1%, y)
g(x. ) =g,(x, ),
Perechea ordonata (x, y,) este solutie a sistemului, daca este solutie a fiecarei ecuatii a sistemului.

este un sistem de ecuatii cu doud necunoscute.

B Exercitii rezolvate

x_ Y
1) RezolvafiinR x R sistemul | 5 =75 )
3x +4y=63. .
x_y _3xtS 63 =3 x=6 B
2= 5" 64125 31 =3, (2). Conform (2), (1) & 1_3 = y=15. S={(6, 15)}.
5=
3 1_4
I Xy . NP | 1 . .
2) PentruarezolvainR xR sistemul se opereaza substitutiile — = u, — = v gi rezulta:
4.3 14 x Uy
Xy
3u—v=4 9u —3v =12 Prima ecuatie 3u—v=4 3u—v=4
4u+3v=14 ¥ |4u+3v=14 inmultiticud. < 113,=26 T |u=2
u=72 x=0,5 _ ]
hid {V:2 = : y:O,S' S_ {(0555055)}
3x+2y _ 13
3) RezolvareainR™ x R’ a sistemului i > Sistemul este echivalent cu:
Sx—3y N
24—1:2 xy :
x y 5 ] . - .1 .1
(). Sistemul (*) se rezolva ca exercitiul anterior. — = u $i — = .
3.5, X U,
X
13 39 19 1
2u+3v=-—= 6u+ 9y === 19v === == x=1
u+3v 5 o u+9v 5 o v 5 P B¢ 5=>{y=5.S:{(1’5)}'
—3Bu+5v=-2 —6u+10v=—4 —3Bu+5v=-2 u=1
R . |x+2y=3
4) Rezolvareain R x R a sistemului {x2 fay=s.
x+2y=3 2y=3-x 2y=3—x x=1
{x2+4y=5©{x2+2(3—x)—5=0© o120 |y=1. 07 (LD

. . Jx+y=2 S . g . .
5) Rezolvarea in R x R a sistemului o :y g Solutiile sistemului se afla rezolvind ecuatia cu suma

solutiilor 2 si produsul lor -8, z* — 2z — 8 = 0. Ecuatia are solutiile —2 si 4. Solutiile sistemului sunt
(=2,4) 51 (4,-2).
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B Exercitii

. Rezolvati in R x R sistemele:

{x+4y=22 b {x+6y=—9 {x+8y=—20 d {x+5y=—5
3x—5y=-19; 4x —3y=-18; 3x—-6y=—12; ) 4x — 9y =38.
. Rezolvati in R x R sistemele:
4 x_Y x_ YV x_
a) b4 {7710 D611
2x + 5y =205; 3x +4y=144; 4x + 7y =196; 3x + 4y =186.
Copiati si finalizati rezolvarea.
{3x 5y =60 N3 603 PR _Sy+60 x y+12 2+ 1ly+12
2+ 11y =171, (D-3x~ 3y =60« 3x =23y 5 5 10+ 33
215
-3 " 5, (2). Conform (2), (1) «
2x — Ty =42 x Ty+42 x y+6 3x+8+6
b){3x+8y—142 (). 2= Ty=Ren=Ty+rd2e =" e o ="5"="71+16
~ 148
=37 =4, (2). Conform (2), (1)
8x—9y=144 x 9y+144 x y+16 3x+8+16
){3x+8y=257 (D). 8=y =T2 &8 =0y+ T2 e g=""y 5= =T 2764
273
=1 =3, (2). Conform (2), (1) «
. RezolvatiinR" x R sistemele:

(3,7 -17 (4,9 - (7 3 _ 44 8 3¢
Xy Xy X
ORI DR S 9 7 R R

= - —=—=35; = _—==21; =+ = =-6; —+==21.
\ X Y N \ X Y Xy
. Rezolvati in R’ xR’ sistemele:
- [ 6x — —
5x;—4y:43 4)c)C 9y 5 6x 7y:_7 3x 8y:48
D1 7ams LR 94 20ms D¢ e
==L =0 Al F == Ty g3
\ W xy . Xy
. Rezolvati in R x R sistemele:
{x+3y=—14 {x+5y=—23 {x+6y=—35 x+2y =48
) X +6x=—09; b) X’ + 14x =—49; ©) x'—18x=-81; x> —12x=-36.
. Rezolvati in R x R sistemele:
x+ty=12 {x+y=9 {x+y=—5 {x+y=—7
a){xy=—45; 0| 1y = —52; )\ xy = —84; D |y =-78.
. Rezolvati inR" x R’ sistemele:

112 L1 u 1,1_5 1,1 13
¥ Y DR g¢* v 6 R
xy=-15; xy =—60; Xy =06; xy =40.

. Rezolvati in R x R sistemele:
x+xy+y=29 b) x+xy+y=31 0 x+xy+y=35 x+xy+y=45
xy =20; xy =21, xy=24; xy=35.
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5.

1)

2)

3)

4)

S)

6)

7)

66

Rezolvarea problemelor cu ajutorul ecuatiilor sau sistemelor de ecuatii

B Exercitii rezolvate

Un autobuz a parcurs distanta de 100 km dintre orasele A si B cu viteza de 40 km/h. La intoarcere
autobuzul a parcurs distanta dintre cele doua orage cu viteza de 50 km/h. Aflati cu ce viteza medie a
parcurs toata deplasarea autobuzul.

Rezolvare. Viteza medie este raportul dintre distanta parcursa si timpul in care este parcursa acea

distanta.
100 , 100

Timpul in ore este 20 T30 4,5. Rezulta ca viteza medie este v= (200 : 4,5) km/h = 44,(4) km/h.

Doua automobile au pornit din acelasi loc in acelagi moment in sensuri opuse. Dupa 3 ore distanta
dintre cele doud automobile a fost de 345 km. Aflati vitezele celor doud automobile, daca viteza
unuia a fost cu 15 km/h mai mare decat a celuilalt.
Rezolvare. Viteza In km/h a unui automobil este x, iar a celuilalt x + 15.
Distanta dintre cele doua automobile este egald cu produsul dintre suma vitezelor si timpul in care
a fost parcursa acea distanta.

3x+x+15)=345<32x+15) =345 2x + 15=115« 2x =100 © x = 50.
Viteza unui automobil a fost de 50 km/h, iar a celuilalt de 65 km/h.

Un vapor parcurge distanta dintre doud porturi in 3 ore 1n aval si in 4 ore In amonte. Aflati distanta
dintre porturi, daca viteza apei este de 2 km/h.
Rezolvare. Fie x distanta dintre porturi in kilometri. Viteza de deplasare in aval este: viteza vaporului +

viteza apei. Viteza de deplasare In amonte este: viteza vaporului — viteza apei. In ambele situatii viteza

vaporului este aceeasi. Rezulta: §—2=§+2<:>£—£=2+2<:>£—§=4<:> 2x =60 < x = 30.

Distanta dintre cele doud porturi este 30 km.

Marind cu acelasi numar natural numaratorul si numitorul fractiei ;, se obtine % Aflati numarul.
7
Tl 682+ =T7(5+x)® 16+8r=35+7x e
+x 8

Rezolvare. Fie x numarul cautat. Atunci:
x = 19. Numarul cautat este 19.

Daca adunam, pe rand, unui numar 13, 15, 29, obtinem trei numere a caror suma este cu 5 mai mare
decat numarul dat. Aflati numarul.

Rezolvare. Fie x numarul cautat. Atunci: x + 13 +x+ 15+ x+29=x+5e 3x+57=x+5 <
2x = =52 < x = —26. Numarul cautat este —26.

Un ogar urmareste o vulpe. Aflati peste cate sarituri ogarul ajunge vulpea, daca ea se afla la 60 sa-
rituri (de vulpe) inaintea ogarului, iar in timp ce vulpea face 9 sarituri ogarul face 6 sarituri si in 3
sarituri ogarul parcurge aceeasi distanta cat si vulpea in 7 sarituri.

Rezolvare. Fie x — lungimea saltului ogarului, y — lungimea saltului vulpii. Conform datelor:

3x =17y, (1); In timp ce ogarul parcurge distanta de 6x, vulpea parcurge 9y, (2).

(1) si (2) implica: dupa ce ogarul parcurge 6x = 14y, distanta dintre ei se micgoreaza cu Sy. Initial
distanta dintre ei este 60y. Deoarece 60 : 5 = 12, ogarul va ajunge vulpea dupa ce va parcurge dis-
tanta de 12 - 6x sau dupa ce acesta va face 72 de salturi.

Un bazin poate fi umplut prin trei robinete. Primele doua robinete pot umple bazinul in 0,8(3) ore; al
doilea si al treilea robinet pot umple bazinul in 0,5 ore; primul si al treilea robinet pot umple bazinul
in 0,(6) ore. Aflati in cate ore poate umple bazinul fiecare robinet.

Rezolvare. Primul robinet poate umple bazinul in x ore, al doilea in y ore, al treilea in z ore.



8)

9)

1, 1_5
x y 6
) ) . 1,1 _1 . L 1
Conform datelor problemei, se obtine sistemul < ; + P Se opereaza substitutiile: u = —,
1 _1 o
= t =
’ i 1. 1_2
YoV (uev= PR

5
g ut+tv+ier=1
1
2

vhr=L u=20,5 x=2
< 2 < v=0,3) ©{ry=3
t=0,1(6) z=6.

si se obtine: < vti=

Réspuns: Primul robinet umple bazinul in 2 ore, al doilea — in 3 ore, al treilea — in 6 ore.

Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 13 cm si inaltimea triunghiului din varful unghiului
60

drept are == cm. Aflati lungimile catetelor triunghiului.

Rezolvare. Fie x si y lungimile catetelor triunghiului. Atunci, conform teoremei lui Pitagora,
x> +y* = 169. Iniltimea triunghiului dreptunghic din varful unghiului drept este raportul dintre pro-

dusul lungimilor catetelor si lungimea ipotenuzei, —- Lungimile catetelor se afla rezolvand
N [+ =169 Xty
inR xR sistemului _
xy = 60. P =60
S =x + y si P=xy conduce la sistemul { SZ_— 2P = 169 Solutiile sistemului initial se afla rezolvand

ecuatia z2 — Sz + P = 0. Raspuns: Lungimile catetelor sunt 5 cm si 12 cm.

O solutie de apa cu sare are concentratia de sare 5%. Aflati ce cantitate de apa trebuie adaugata la
5 kg de solutie pentru a obtine o solutie cu concentratia de sare 2%. Se considera ca 1 litru de apa
cantareste 1 kg.

Rezolvare. In 5 kg de solutie cu concentratia de 5% se afla 0,05 - 5 kg = 0,25 kg de sare. Fie x can-
titatea de apa care se adauga pentru a se obtine o solutie cu concentratia de 2%. In aceasta solutie
0,25 kg de sare constituie 2% din cantitatea de solutie. 0,25 : 2% = 0,25 : 0,02 = 0,25 - 50 = 12,5.
Masa solutiei este 12,5 kg. 12,5 — 5 = 7,5. Cantitatea de apa care trebuie adaugatd are masa de
7,5 kg. Raspuns: 7,5 litri de apa.

10) O brigada are de prasit doua loturi, al doilea fiind de 2 ori mai mic decat primul. Dupa ce prima zi

toata brigada praseste primul lot, a doua zi o jumatate din efectivul brigazii termina de prasit primul
lot, iar a doua jumadtate praseste lotul al doilea, pe care 2 oameni il termina lucrand toata ziua a treia.
Din cate persoane este formata brigada?

Rezolvare. A doua zi, jumatate din brigada a terminat primul lot. Deci o jumatate din efectivul briga-
zii prageste o treime din primul lot, iar cealalta jumatate din efectiv praseste aceeasi suprafata din al

. N L . L. < U
doilea lot (doua treimi din acesta). Deoarece 2 oameni prasesc in a treia zi o suprafatd egald cu 3 din
. . . | o sn . T
al doilea lot = 3 din primul lot. Deoarece 3 din primul lot este prasita intr-o zi de 4 oameni (jumatate

din efectivul brigazii), toata brigada este formata din 8 oameni.

11) Pe o pasune iarba creste permanent si cu aceeasi viteza. Se stie ca 18 vaci consuma aceasta iarba in

30 zile, iar 23 de vaci — 1n 20 zile. Cate vaci pot fi hranite cu iarba de pe aceastd pasune in 50 zile?

Rezolvare. O vacad consuma intr-o zi o ratie (1 ). 18 vaci consuma 5407 in 30 zile. 23 de vaci con-
suma 4607 in 20 zile. In (30 — 20) zile = 10 zile cresc (540 — 460)r = 80r. Intr-o zi cresc 8, iar in
20 zile cresc 160r. Restul de 300 reprezintd numarul de ratii pe care pasunea le oferea inainte de
a introduce vacile. In 50 zile cresc 400r si in total pasunea oferd in acest timp 700r. 700 : 50 = 14.
Cantitatea aceasta constituie hrana pentru 50 zile a 14 vaci. Raspuns: 14 vaci.
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10.
11.
12.
13.
14.

15.
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B Exercitii
Un autobuz a parcurs distanta d = 120 km dintre oragele A si B cu viteza v, = 45 km/h. La intoarcere
autobuzul a parcurs distanta dintre cele doua orase cu viteza de v, = 52 km/h. Aflati cu ce viteza
medie a parcurs toatd deplasarea autobuzul.
Rezolvati aceeasi problema, dacd: a) d =90 km, v, = 36 km/h, v, = 42 km/h;
b) d =110 km, v =48 km/h, v, = 56 km/h;  ¢) d =125 km, v, = 50 km/h, v, = 60 km/h.
Doua automobile au pornit din acelasi loc in acelasi moment in sensuri opuse. Dupa # =5 ore distanta
dintre cele doud automobile a fost d = 656 km. Aflati vitezele celor doud automobile, daca viteza
unuia a fost cu a =21 km/h mai mare decét a celuilalt.
Rezolvati aceeasi problema, daca: a) t=4 ore, d =524 km, a = 14 km;
b)t=3ore,d =646 km,a=16km; c)t=6ore,d=763 km,a=13 km.
Un vapor parcurge distanta dintre doua porturi in 7, = 2 ore in aval si in £, = 3 ore In amonte. Aflai
distanta dintre porturi, daca viteza apei este de @ = 2 km/h.
Rezolvati aceeasi problemad, daca: a) ¢, =4 ore, £, = 5 ore, a = 3 km/h;
b) ¢, =3 ore,t,=5o0re,a=4km/h; c¢)t =2ore, t,=4ore,a=2kmh.
Marind cu acelasi numar natural numaratorul si numitorul fractiei f/* = %, se obtine g = % Aflati
numarul.
Rezolvati aceeasi problema, daca: a) f -2 ng' b) f -3 g=i' c) f R g=é.

’ 9’ 8’ 10° 6’ 12° 4

Daca adunam, pe rand, unui numar 14, 21, 38, obtinem trei numere a caror suma este cu 7 mai mare
decat numarul dat. Aflati numarul.

Rezolvati aceeasi problema, daca se inlocuiesc datele respectiv cu:

a) 12,36,52,8; b)21,39,71,9; c¢)31,58,63,23.

Un tren trebuie sa parcurgd o anumita distantad intr-un interval de timp. Daca s-ar deplasa cu viteza
medie de 90 km/h, ar ajunge cu 2 h mai devreme, iar dacé s-ar deplasa cu viteza medie de 60 km/h,
ar ajunge cu 1 h mai tarziu decat timpul stabilit. Ce distanta trebuie sa parcurga trenul?

Aceeasi cerintd daca datele problemei se schimba, in ordine, cu:

a) 75 km/h, 2 h, 60 km/h, 1 h;  b) 85 km/h, 2 h, 70 km/h, 1 h;  ¢) 60 km/h, 2 h, 45 km/h, 1 h.
Un gospodar are pasari si oi. In total sunt 86 de capete si 228 de picioare. Cate pasari si cate oi are
gospodarul?

Intr-un bloc sunt 60 de apartamente: unele au 2 camere, celelalte au 3 camere. In total sunt 176 de
camere. Cate apartamente au 2 camere si cate au 3 camere?

Intr-un bloc sunt 60 de apartamente: unele au 2 camere, celelalte au 3 camere. In total sunt 176 de
camere. Cate apartamente au 2 camere si cate au 3 camere?

Perimetrul unui dreptunghi este 26 cm. Aflati dimensiunile dreptunghiului, daca aria lui este 42 cm?.
Perimetrul unui dreptunghi este 36 cm. Aflati dimensiunile dreptunghiului, daca aria lui este 45 cm?,
Perimetrul unui dreptunghi este 30 cm. Aflati dimensiunile dreptunghiului, daca aria lui este 50 cm?.
Perimetrul unui dreptunghi este 26 cm. Aflati dimensiunile dreptunghiului, daca aria lui este 30 cm?.
Un ogar urmareste o vulpe. Aflati peste cate sarituri ogarul ajunge vulpea, daca ea se afld la 63 sa-
rituri (de vulpe) Tnaintea ogarului, iar in timp ce vulpea face 7 sarituri, ogarul face 4 sarituri si in
2 sarituri ogarul parcurge aceeasi distanta cat si vulpea in 5 sarituri.

Un lup urmareste un iepure. Aflati peste cate sarituri lupul ajunge iepurele, dacd acesta se afla la
56 sarituri (de iepure) inaintea lupului, iar in timp ce iepurele face 11 sarituri lupul face 8 sarituri si
in 4 sarituri lupul parcurge aceeasi distanta cat si iepurele in 9 sarituri.
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Un ogar urmareste o vulpe. Aflati peste cate sarituri ogarul ajunge vulpea, daca ea se afla la 64 sa-
rituri (de vulpe) inaintea ogarului, iar in timp ce vulpea face 12 sarituri ogarul face 10 sarituri si in
5 sarituri ogarul parcurge aceeasi distanta cat si vulpea in 8 sarituri.

O vulpe urmareste un iepure. Aflati peste cate sarituri vulpea ajunge iepurele, daca el se afla la
60 sarituri (de iepure) inaintea vulpii, iar in timp ce iepurele face 18 sarituri vulpea face 16 sarituri
si in 8 sarituri vulpea parcurge aceeasi distantd cat si iepurele in 11 sarituri.

Un bazin poate fi umplut prin trei robinete. Primele doud robinete pot umple bazinul in 1,2 ore; al
doilea si al treilea robinet pot umple bazinul in 1,5 ore; primul si al treilea robinet pot umple bazinul
in 2 ore. Aflati in cate ore poate umple bazinul fiecare robinet.

Un bazin poate fi umplut prin trei robinete. Primele doua robinete pot umple bazinul in 120 minute;
al doilea si al treilea robinet pot umple bazinul in 144 minute; primul si al treilea robinet pot umple
bazinul in 240 minute. Aflati in cate timp poate umple bazinul fiecare robinet.

Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 25 cm si fndltimea triunghiului din varful unghiului

drept are % cm. Aflati lungimile catetelor triunghiului.

Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 37 cm si indltimea triunghiului din varful unghiului

drept are % cm. Aflati lungimile catetelor triunghiului.

Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 29 cm si inalfimea triunghiului din varful unghiului

drept are % cm. Aflati lungimile catetelor triunghiului.

Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 41 cm si indltimea triunghiului din varful unghiului
drept are % cm. Aflati lungimile catetelor triunghiului.

Mihai are de strans o suma de bani pana la ziua mamei sale. Daca va economisi 4 lei in fiecare zi,
ar intarzia cu o zi, iar daca va economisi cate 5 lei in fiecare zi, atunci ar avea banii cu o zi Tnaintea
datei stabilite. De céti lei are nevoie Mihai si in cate zile trebuie sa-i stranga?

a) O brigada de tractoristi a avut de arat doua loturi, al doilea fiind de doud ori mai mic decat primul.
In prima zi toata brigada a lucrat pe lotul cel mare. A doua zi o jumitate din brigadi a terminat,
lucrand toata ziua, lotul cel mare, iar cealaltd jumatate a arat lotul cel mic, pe care 3 tractoristi 1-au
terminat de arat ziua urmatoare, lucrand toatd ziua. Din cate persoane era formata brigada?

. o . 9 L2 . D U
b) O echipa de muncitori are de zugravit doud camere, una fiind 3 din cealalta. Prima zi toata echipa

s-a ocupat de camera mare, pe care a terminat-o a doua zi o jumatate din echipa, lucrand toata ziua.
A doua zi restul echipei s-a ocupat de camera a doua, pe care 5 muncitori au terminat-o ziua urma-
toare lucrand toata ziua. Cati muncitori sunt in echipa?

a) Pe o pasune iarba creste permanent §i cu aceeasi viteza. Se stie ca 20 de vaci consuma aceasta iarba
in 28 zile, iar 26 de vaci —in 20 zile. Cate vaci pot fi hranite cu iarba de pe aceastd pasune in 70 zile?
b) Pe o pasune iarba creste permanent si cu aceeasi viteza. Se stie cd 24 de vaci consuma aceasta iarba
in 30 zile, iar 28 de vaci —in 25 zile. Cate vaci pot fi hranite cu iarba de pe aceastd pasune 1n 50 zile?
c¢) Pe o pasune iarba creste permanent si cu aceeasi viteza. Se stie ca 20 de vaci consuma aceasta iarba
in 24 zile, iar 16 vaci — n 40 zile. Cate vaci pot fi hranite cu iarba de pe aceastd pasune in 60 zile?

d) Pe o pasune iarba creste permanent si cu aceeasi viteza. Se stie ca 24 de vaci consuma aceasta iarba
in 27 zile, iar 35 de vaci — in 16 zile. Cate vaci pot fi hranite cu iarba de pe aceasta pasune in 38 zile?
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Rezolvati in R x R sistemele:

x_Y x_J x_Y x_r
a)! 374 b 377 {6 7 972
Sx+2y=169; 3x+5y=84; 4x + 3y =65; Tx + 3y =69.
Rezolvati in R’ xR’ sistemele:
(8 1345 ’%Jr%:sl )2C+§=—1o i+;=—8
X oy
a) < b) c) d)
22 s 8 3 S _6_33 3 2_p3
\ X Y \ Xy Xy x oy
Rezolvati inR™ x R sistemele:
f7x—8y:59 Ox — 5y ” 7x—3y:5 5x =2y 34
Xy Xy Xy Xy
a) < b) < ¢) d) _
3x =4y _ s 8x—3y _ . Ox—dy _ 6x =5 _ 5
== =27, —==19; = =6 Xy
\ Xy \ Xy Xy
n . ) x—4y=-32 3x—5y=30
Rezolvati in Z x Z sistemele: a) {x2—3y=—5; ) {xz— 6y =43,
. n . ) | 8 —3y|=27 |2x—9y|=15
Rezolvati in N x N sistemele: a) {|4x+ 7y|=5; b) | 5x+3y|=12.

Rezolvati in R x R sistemele:
2) 2x=Ty+6)(5x—6y+9)=0 b) Ox—2y+11)2x—3y+19)=0
(4x—=5y+3)8x—3y+2)=0; (7Tx—8y+ 1)(12x — 5y +2)=0.

X+ 5xy+y'=-21 X+ 3xp+y =-11
Rezolvati in R x R sistemele: a){ sy { ey

¥’y = 100; X'yt =144,

58

- R N
Rezolvatiin R x R sistemele: a) { * b) Y

xy =—20; xy=-21

yor_mo (yox_m

Rezolvati in R x R sistemele: a) ¢ ¥V 1S p)< > Y 28
xy=15; xy=-—28

x+y=35 x+y=26 x+y=17
z+x=126; {z+x—13; {z+x—26.

Rezolvati in R x R sistemele: a){y+z—19 by{ytz==T7 ¢){y+tz=-9

Aflati numerele reale care verifica:

a)|Sx—13y—32|+|10x— 11y — 16 |=0; b) (9x — 8y — 5)* + 3x — 12y — 23)* = 0;
c) (2x—7y—12)°+ (4x— 9y —31)"" =0; d) (8x—5y—9)*+(4x — 11y — 13)*=0.
Aflati numerele reale care verifica:

a) 3x — 8y + 17 +9x — 4y + 27 = 0; b) \2x — 5y + 13 +6x — 7y + 23 =0.
Perimetrul unui dreptunghi este de 34 cm. Aflati dimensiunile dreptunghiului, daca suma ariilor patra-

telor care au laturile respectiv congruente cu doua laturi consecutive ale dreptunghiului este 169 cm?.
Fie f: R — R, f{x)=ax>+ bx + c. Aflati a, b, ¢, daca unul dintre zerourile lui f'este 5, iar graficul lui
feste o parabola cu varful in (=3, 2).



Evaluare

I
Rezolvati in R ecuatia: | x> — 17x + 5 | = 25.
Rezolvati in R x R sistemul:
x+3y=-5
2)C—5y:’\23 ' x+y=48
Rezolvati in R x R sistemul: xp =—-100.

Rezolvati in R x R sistemul: {x ~8y=-25

Rezolvati in R x R sistemul:
g + i =—90
Xy

5295

X oy
Rezolvati in R x R sistemul:
|3x—6y|=21
4x+ Ty =-2.
X+ =58
. . xy=-21.
Rezolvati in R X R sistemul:

y ox_ 13

x oy 6
xy=-06.
Rezolvati in R x R sistemul:
| 8x—3y|=23
| 4x + Ty | =37.

Rezolvati in R x R sistemul:

Puncte 0-5 624 2432 33-55

x2—4y=—11.

1T
Rezolvati in R ecuatia: | x> — 15x + 7 | = 29.

Rezolvati in R x R sistemul:

x+3y=-7
2x—5y'= 19. ' X+y=47
Rezolvati in R x R sistemul: xp =—150.
Rezolvati in R x R sistemul: xz— 8: - 422 0
* * X = = .
Rezolvatiin R X R sistemul: 4
4.3
x oy
3 5. 3
Xy
Rezolvati in R x R sistemul:
| 5x —4y|=38
3x+5y=29.
Y X +)y' =25
Rezolvati in R x R sistemul: _
xy=-12.

Rezolvati in R x R sistemul:

Yo r__ 38

x oy 21
xy=-21.
Rezolvati in R x R sistemul:
|9x — 8y | =43
|3x+ 11y |=13.

56-65 66-75 7685 8695 96-100

Nota 2 3 4 5

Din istoria matematicii. Marea teoremai a lui Fermat

In 1637 Fermat, in timp ce parcurgea o carte a matematicianului grec Diofant (epitaful de pe
piatra lui funerara apare in multe car{i de matematicd), a formulat o conjectura (o propozitie ma-
tematica, care nu este inca demonstrata este o conjecturd): ecuatia x" + y" = z" nu are solutii intregi

pentru n > 2.

»Am gasit o demonstratie admirabila a ei, dar marginea cartii este prea ingusta si nu Tmi permite
sd o scriu.” Straniu, deoarece, dupa cum a afirmat insusi Fermat, el nu a demonstrat nicio conjectura

formulata de el.

Asa a Inceput istoria a ceeace se numeste azi marea teorema a lui Fermat. Multi matematicieni
au incercat sa demonstreze, fard succes, aceasta conjectura, care pare foarte simpla. Peste 300 de ani.

Marele matematician Euler a demonstrat-o pentru » = 4. Multi dintre cei care au Incercat s-o
demonstreze au facut alte descoperiri. O demonstratie recunoscuta a fost formulata dupa 357 de ani.

In 1994 Andrew Wiles a formulat o demonstratie a acestei teoreme. Impreuna cu Richard Taylor
demonstratia a fost corectata si a fost prezentata la Universitatea din Boston (Anglia) in 1995.
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Inecuatii de gradul | cu o0 necunoscuta

B Exercitii rezolvate

Rezolvati in R a inecuatiei —3x + 2 < 7.

Rezolvare. —3x + 2 <7 ¢ —3x<7 -2 —3x <5< x>—1,(6). Multimea solu-
titlor inecuatiei este S = (—1,(6); ©).

Rezolvarea inecuatiei aplicdnd semnul functiei de gradul I. —3x + 2 <7 &
—3x+2-7<0< —3x—5<0. Fie functiaf: R — R, f{x) =—3x — 5. Se afla zeroul
functiei. —3x—5=0 < x=-1,(6).

X —00

-1 9(6)
semn f{x) + 0 -

S'=(—1,(6); ).

Rezolvati in R necuatia (—8x + 3)(5x + 1) <0 aplicand semnul functiei de gradul 1.
Rezolvare. Fie functiile: f: R — R, fix)=—-8x +3; g: R — R, g(x) = 5x + 1. Se afla zerourile
functiilor: 8x +3=0<x=0,375;5x +1=0<x=-0,2.

X —00 -0,2 0,375 o0
semn f{x) + + 0 -
semn g(x) - 0 + +

semnul produsului - 0 + 0 -

Multimea solutiilor inecuatiei este S = (—o; —0,2) U (0,375; «).

Rezolvati in R necuatia gﬁ — Z <0 aplicand semnul functiei de gradul 1.

Rezolvare. Fie functiile: f:R - R, fix)=2x—7; g:R — R, g(x) =3x — 4. Se afla zerourile func-
tillor: 2x —7=0<«x=3,5;3x-4=0<x=1,(3).

X —o0 1,(3) 3,5 o
semn f{(x) - - 0
semn g(x) - 0 + +
semnul raportului + [ - 0
Multimea solutiilor inecuatiei este S = (1,(3); 3,5].
Rezolvati in R necuatia 5: — 191 > 3 aplicand semnul functiei de gradul L.
-
Sx—11 Sx—11 Sx—11—12x+27 —Tx +16

Rezolvare. e— >3©4x—9 -3>0« yE— >0e—) g >0

Fie functiile: /:R - R, flx)=2x—7; g:R — R, g(x) =3x — 4. Se afla zerourile functiilor: —=7x + 16

©x=L76; 4x—9=0<x=2,25.
X —00 2,25 %6 o0
semn f(x) + + 0 -
semn g(x) - 0 + +
semnul raportului - I + 0 -

1
Multimea solutiilor inecuatiei este S = (2,25; 7].
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B Exercitii

Rezolvati in R inecuatia:

a)—Sx +6<18; b) —9x + 11 <25; c) —8x + 23> 35; d)—15x +42>18.
Rezolvati in R inecuatia:

a)—7x +25>21x—13; b) —25x — 19 <2x + 15; ¢) —26x + 18> 6x —33; d) —35x +42 < 19x — 16.

Rezolvati in R inecuatia:

a) 3(—8x + 1)>2(2x — 3); b) 2(—4x + 3) > 5(5x — 4); ¢) 7(=3x +2) > 8(2x — 9).
Rezolvati in R inecuatia:

a) (x +6)(x +3) <(x +4)(x —4); b) (x + 2)(x +5) <(x + 3)(x = 3);

¢) (x +4)x + 7)< (x + Nx—7); d) (x + 7)(x + 8) < (x + 6)(x — 6).
Rezolvati in R inecuatia:

a) (x +2)(x +9) < (x +V2)(x —V2); b) (x + 3)(x + 6) < (x + V5)(x = V5);
0) (x + 3)(x + 8) < (x + V6)(x — V6); d e+ +7) <@ +VDx—V7).
Rezolvati in R inecuatia:

a) (x +2)(x +3) <(x +4)(x - 5); b) (x + 9)(x +5) < (x + 2)(x — 3);
x+0)(x+4)<kx+2)(x—7); d) (x +3)(x +8) <(x + 5)(x—6).
Rezolvati in R inecuatia:

a) (x +3)" < (x + 5)(x — 5); b) (x +4) < (x +3)(x - 3); ¢) (x +5)" < (x + 6)(x — 6);
d) (x + 6)" < (x +2)(x — 2); e) (x +7)" < (x + 8)(x — 8); f) (c +9)" < (x +4)(x — 4).

Rezolvati in R inecuatia:
a) 2x— 5 <(2x+3); b)Bx—4)’<Bx+2); ¢)(dx—3) <(4x +5); d)(6x—5) <(6x+ 7).
Rezolvati in R inecuatia:
a) 2x— 9’ < (2x +4)2x—5); b)(Bx—4)Y <(Bx +2)(3x—5); c¢)a) (4x —9)’ < (4x + 2)(4x — 7).

Rezolvati in R inecuatia: a) (—2x + 3)(4x + 12) <0; b) (—5x + 14)(3x + 24) <0;
¢) (—8x + 15)(10x — 3) > 0; d) (—3x + 48)(5x — 25) <0.
Rezolvati in R inecua‘;ia'
4x -8 9 4x—25 _ . Tx—3 . & — 12
)2 7_0 b)Z_SSO 0)2_3120, d)lzx_ISO, )12 8_0
Rezolvati in R inecuatia:

—2x+10 _ . —3x+45 —25x+7 _ —Tx+91 —7x+ 56
V527 2% D56 =0 9, -ga 2% D575 =0 993,60 <0
Rezolva‘;i in R inecuatia:

_5 — —
)3x 2_4’ b)4 7953 C)5x—1822’ d)4x—3952’ e)5x—39§4'
Rezolvati in R inecua‘;la
8x—3 9 4x -5 ) 2x — 21 7x—30
22,526 5 P s T I B v T OR s TR
Rezolvati in R inecuatia:
x+15 —3x+4 _ Sx+7 ) & +9
) 2% D) ra9 =% ) 1428 D517 =%
Rezolvati in R inecuatia:

(x=3)x+5) ~ 7 (x=Dx+9) — 7 (x=5)x+7) =7 (x—06)(x+8 ~
Rezolvati in R inecuatia:

4 3 3 3 1 3 1
a)2x—72x—8’ b)5x—8S ’ C)6x—53x—9’ d)3x—6§x—4
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7. Sisteme de inecuatii de gradul | cu 0 necunoscuta

B Exercitiu rezolvat
Rezolvati in R inecuatia | —4x + 1 | <6.
Rezolvare. | —4x+ 1| <6< —6<—4x+ 1 < 6. Dubla inecuatie — 6 < — 4x + 1 < 6 este echivalenta

. 1 —4x+1<6 —4x <5 x>-1,25
custstemul| 4y 4 1>-6 |—ax>-7 |x<1,75.
Multimea solutiei inecuatiei este S =[—1,25; 1,75].

Propozitia compusa f,(x) < f,(x) si g,(x) > g,(x) notatd { glgg ig(g) este un sistem de inecuatii.
1 2

x, este solutie a sistemului de inecuatii, daca este solutie a fiecdrei inecuatii a sistemului.

B Exercitii rezolvate

. n . | 2x—1
<
1) Rezolvati in R inecuatia 317 4
Rezolvare. Inecuatia initiala este echivalenta cu sistemul de inecuatii:
2 —1 2x—1 2x—1—12x + 68 —10x + 67
—4< < AT
3x—17<4 3x—17 0 3x—17 0 3x—17 <0
“) -1 “ ) 21+ 1268
2x— 1 -4 X +4>0 x X >0 14x — 69 >0
Ix— 17 3x—17 3x—17 3x—17
69
X 5,6) 6,7 by T4 5.6
semn (—10x + 67) | + + 0 - semn (14x — 69) - - 0 +
semn (3x — 17) -0 + + semn (3x — 17) -0 + +
semnul raportului | — || + 0 - semnul raportului| + || — 0 +
Intersectand multimile solutiilor inecuatiilor se obtine: S = (— ©, 14 ) U (6,7; o).
2) Rezolvati in R inecuatia | 2x +3 [<2|x— 5.
Rezolvare. Deoarece 5 nu este solutie a inecuatiei | 2x+ 3 |[<2|x— 5| & Zx +53 ‘ <2
Y-
Se rezolva un sistem de inecuatii:
x4+ 3 2+3 5 2x+3—2x+ 10 <0 13 <0
—F0 <2 5 = x—35 x—35
x—5 - X o o 4
_ 4x —7
+3+
x—35 x=3 x
X 1,75 5
semn (4x —7) - 0 + +
semn (x — 5) - - 0
semnul raportului + 0 - [ +

Prima inecuatie are multimea solutiilor §, = (—; 5).
A doua inecuafie are mulfimea solutiilor S, = (—o0; 1,75] U (5, ).
Mulfimea solutiilor sistemului este S =S, N S, = (—0; 1,75].
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B Exercitii

Rezolvati in R inecuatia:

a)| S5x+4|<8; b) | -9x+ 18 |<12; c)|2x+36|<17, d) | —4x+24|<12.
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
=-3x+2<11 -Ox+5<16 —2x+11<26 —-8x+18<31
{—5x+62—1; {—8x+92—3; ){—4x+72—21; {—9x+52—14.
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
|3x+14|<17 | 2x+35(<71 | —7x +48 <95 | -3x+24|<54
{—8x+192—39; {—9x+132—43; {—9x+13 >—43; {—12x+22—38.
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
|3x+14|<17 | —6x+19]<39 | —6x+5]<28 | —7x+23|<84
{|—5x+21|§46; {|—2x+18|§16; {|—3x+7|§22; {|—3x+15|§79.
Rezolvati in R inecuatia:
2x— 1 3x—1 9x — 11 2x—19
D317 | <% b) 8x16‘<5; ©) 5x—25‘<7; ) 8x—32’<3'

Rezolvati in R inecuatia:
a)|3x+6|<3|2x—11|;b)|5x+4|<2|4x—17|;¢c)|6x+ 12 |<4|5x—16|;d) | 8x+19|<2| 7x—21].
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
2%+ 2x+7 <2+ 5x + 15
){7x2+4x+9>7x2+2x+21;
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
2x+9)Bx+7)<Bx+52x—11) ) { (4x — 13)(5x + 14) < (2x + 9)(10x — 19)

6x% + 11x + 18 < 6x* + 26x + 22
4x* +31x + 6 > 4x* + 39x + 43.

(2x + 11)(8x + 3) > (4x + 13)(4x — 9); (5x + 11)(6x — 3) > (2x + 15)(15x — 16).
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
{ (Bx+ 14y’ <(3x+5)(3x - 13) b) { (5x +16)* < (5x + 17)(5x — 13)

(4x + 15)” < (4x + 12)(4x — 11); (6x +23)? < (6x + 43)(6x — 47).

Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
{(6x+\/_)<(6x+\/_)(6x V1I) {(9x+\/_)<(9x+\/_)(9x V15)
) (8x +V5)2 > (8x +V13)(8x — V13); b) (5x + V172> (5x +V21)(5x —V21);
{(11x+\/—)<(11x+\/—)(11x V1) {(17x+\/—)<(17x+\/—)(17x V29)
% (12x +V33) > (12x +V19)(12x - V19); ? (12x +V35) > (12x +V37)(12x - V37).
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
—6x+5<13 —“2x+7<21 ~3x +8<20 —5x+2<30
){8x+1229 b){3x+17211 c){2x+16212 d){4x+26219
13x+3>-19; 8x +15>-23; 9x + 14 >-27, 6x + 18 >—-25.

Aflati valorile reale ale lui m pentru care ecuatiile:

a) B3m +2)x* + 8x + 7 =0si 2x* + 5x + 4m — 1 = 0 au solutii reale;
b) (5 —2m)x* — 6x +2=0i 3x* + 11x + 2m — 3 = 0 au solutii reale;
¢) (7 —2m )x* +3x +5=10si4x> + 18x + 5m — 4 = 0 au solutii reale;
d) (6m — 1)x* + 2x + 4 =0 §i 2x* + 9x + 3m — 14 = 0 au solutii reale.
Rezolvati in R inecuatia:

3x-2 <2 5x—4 <6 ’ 6x—7 ‘<8 ’ 9x — 4 ‘<1
4x—5 Tx—3 & —3 Tx—6
2 2-5 2 4-3 © 5-2 9 94
— 5x —3x —2x —4x
. . <11 <
‘ 5x—6 <3 ‘ 2x—9 <3; ‘ 4x—9 L ‘ 5x—2 3.
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8. (Suplimentar) Totalitati de inecuatii

B Exercitiu rezolvat
Rezolvati in R inecuatia: |[-5x +2 | >7
Rezolvare. Se stie cd |[-5x +2 | >7 < —5x + 2 <—7 sau —5x + 2 > 7. Propozitia compusa se mai scrie

o [Sxt2<-T
sub forma totalitatii: | _ Sx+2>7.
—Sx+2<-7 [-5x<-9 [x>18 . .. e
54257 ®| —s5x>5 x<—1. Multimea solutiilor totalitatii este S=(—o0,—1] U [1,8; ).

Si(x) < f,(x)
g,(x) > g,(x)
x, este solutie a totalitatii de inecuatii, daca este solutie a cel putin uneia dintre inecuatiile totalitatii.
In acelasi mod se defineste o totalitate de ecuatii sau o totalitate de ecuatii si inecuatii.

Propozitia compusa f,(x) < f,(x) sau g,(x) > g,(x) notata este o totalitate de inecuatii.

B Exercitii rezolvate

x—3
210
1) Rezolvati in R totalitatea: 5
¥ —
> 0.
Rezolvare. —Sx+4
X 0,5 3 X 0.8
semn (x — 3) - - 0 + semn (x — 2) - - 0 +
semn (2x — 1) -0 + + semn (—5x + 4) + 0 - -
semnul raportului | + || — 0 + semnul raportului | — || + 0 —
Multimea solutiilor primei inecuatii este S, = (0,5; 3) iar multimea solutiilor inecuatiei a doua este
S, =0,8; 2). Multimea solutiilor totalitatii este S =5, U S, =(0,5; 3) U (0,8; 2) = (0,5; 3).
S ol x—2
2) Rezolvati in R inecuatia: A 11 >3,
Rezolvare.
x—2 x—2 " x—2+12x—33 13x — 35
— + —_
S TERREA Ire T TR e T
x—2 x—2 x—2-—12x+33 —11x + 31
o110 | 370 e TR s TR
. 3511 . 131
13 4 4 11
semn (13x — 35) -0 + + semn (—11x+31)| + + 0 -
semn (4x — 11) - - 0 + semn (4x — 11) -0 + +
semnul raportului | + 0 — | + semnul raportului| — || + 0 -

Mulgimea solutiilor primei inecuatii este S, = (lg’ 141)

SZ

_ (11 31
4011
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). Multimea solutiilor totalitatii este =S U S, =

|

iar multimea solutiilor inecuatiei a doua este

35 11

13° 4

Jols- i)



10.

11.

12.

B Exercitii

Rezolvati in R inecuatia:

a)[3x+4|>11;

Rezolvati in R:

a)

[ —5x+3<42
| —2x +3<-8;

Rezolvati in R:

a)

[ —6x+3<23
| —3x+8>-7;

Rezolvati in R:

Rezolvati in R:

a)

| —2x+3>-6;

[—13x+22<7x+13
| —19x+ 11> 6x+ 1

[|—3x+11|>21

Rezolvati in R:

Rezolvati in R:

| —dx + 12| > 35
V| |2 +13]>7;

x—4
1Y
a)
x—6 >0
| 2x+9 7
Rezolvati in R inecuatia:
2x— 1
D |3e—17]| 7%
Rezolvati in R:
[ |[-2x+5|>9
a)| x-9
BT
Rezolvati in R:
x—1
gx—3| >
a)
x—35
| 3x+7 >0,
Rezolvati in R:
2x— 1 ’<1
dx—9 |~
a)
x—38
BTN
Rezolvati in R:
| x—6
<
4x -9 ‘_8
a)
x—38
| =t

d) | —4x +24|>87.

-Tx+11<5
—3x+4<-12.

—16x+21<33
—8x + 28> 41.

I13x +15<53x+75
—23x+8>27x—92.

c)

| —8x+3|>37
D] —sx+32>-1.

b)|—9x+18|241;  ¢)|—2x+36|>54;

—4x+7<35 -8 +5<55

~2x+9<-12; 9| -5r+9<-3;

I9x +16<31 —12x+4<15

2x+ 18> —5; )| —20x+5> 24;

24x +16<14x + 21
—17x+9>13x-17;

[ —5x+2|>18 [ =Tx+3|>24
O —2x+13>-7; 9| -dx+13>-8;
o [173x+41=28 | —5x+13|>8
)_|—6x+5|214; C)_|—3x+11|228;

[ x—3 [ x—8

<
10 o1 0
b) c)
x—4 . x—6 .
; > 0;
| —5x+9 | —8x+9
3x 2 I9x—2
b) 7x—16‘>1’ ©) 3x—25‘>2’

[ |-3x+4[>1 [ |-5x+2]>6
b)| x—35 > 0; c)| x-3 > 0;

| —7x+3 | 2x+1

| x—2 ‘ x—5

>5 >3
- 2x—9
b) 4dx—5 0 X
x—3 ) x—6 )
Sr7 “sx+a O
| x—9 ‘< xX—6 ’
5 <3
- - 2x— 18
b) 2x—3 0 X
x—10 ) x—3 )
R x40
x—9 ‘<9 x—18‘<1
2x—=3 |~ 3x—27
b) c) ;
x—2 . xX— )
nie 8xt32 >

[|—8x+27|>5
D] |-ox+42(>3.
" x—6
3x—1

x—7
_—3x+9

<0

d)

2x— 19
d) 8y -3

s

[ |-4x+3]>6

d| x—7

_—3x+5>0'

x—9
6x—5
x—4
—3x+5

>2

d)

> 0.

x—12
ox —24
x—17
—3x+6

R
d)

>16.

x—6
<
7x—35‘ 4
x—4
-x+6

d)

<2l.
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9.

Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta
Semnul functiei de gradul I, /: R — R, flx)=ax*+bx + ¢

A>0 A>0 A<0 A<0
a>0 a<0 a>0 a<0
+ + semn a ”
semn a semn a

semn (—a)

semn a
+ X > /\
semn( a) \ |

Daca A>0, (x, <x,), atunci semn f(x) = semn (—a) pentru x € (x, x,) si semn f{x) = semn a pentru

orice x € (—oo, x,) U (x,, ).

)

2)

3)

4

S)

78

Daca A <0, atunci semn f{x) = semn « pentru orice x € R.

B Exercitii rezolvate

Rezolvati in R inecuatia x*> + 4x + 3 <0.

Rezolvare. Fie functia f: R — R, flx) = x> + 4x + 3. Se afla zerourile functiei /': f{x) =0; A >0,
X, =-3,x,=—

X —00 -3 -1 0

semn f{x) + 0 - 0 +

Raspuns: Multimea solutiilor inecuatiei este S = [-3, —1].

Rezolvati in R inecuatia 2x? — 5x + 7 > 0.

Rezolvare. Fie functia f: R — R, f{x) = 2x? — 5x + 7. Deoarece A=25—-56 <0,

Raspuns: multimea solutiilor inecuatiei este S =R.

Rezolvati in R inecuatia —7x* +2x — 1 > 0.

Rezolvare. Fie functia f: R — R, f{x) =2x> — 5x + 7. Deoarece A =4 — 28 <0, inecuatia nu are solutii
reale. Raspuns: S=J.

Rezolvati in R inecuatia: [3x? —4x + 1| < 2.

3 —4x+1<2 3xX*—4x—1<
Rezolvare. |3x* —4x+1|<2 e 2<3x—4x+1<2 &

30— dx+1>-2% |32 - 4x+3>0, ) ()
Fie functiile: /R —> R, fix)=3x>—4x—1; g:R —> R, g(x) =3x> —4x + 3. fare doua zerouri; g nu

2-7 2447
37 3

are zerouri, (2). (1) si (2) = 3x? — 4x + 3 > 0 are multimea solutiilor R.

2-7 2+47
37 3

x eR.
Deoarece A =28 >0, 3x* — 4x — 1 < 0 are multimea solutiilor [x, x,] =

2-\7 2447
37 3

Raspuns: Multimea solutiilor inecuatiei este S = [

(Suplimentar) Rezolvati in R inecuatia: |2x> — 7x + 1| > 2.

2x2—=Tx+1>2 2xP—=Tx—1>

Rezolvare. |2x* = Tx+1]|>2 % 2Tt 1<—2® 2x—7x+3<0(1) (*).2x2=Tx—1=0are

7-57 7+57

4 Yy

xe(_w,“ﬁ)u(”ﬁ,w) ( 7-@) (7+x/§)
4 4 S=|-o0, 1 U (0,5;3) U 1 , 00|

x €(0,5;3).

solutiile . 2x* = Tx + 3 =0 are solutiile 0,5 si 3, (2). (1) 51 (2) =




10.

11.

12.

13.

14.

15.

B Exercitii

Rezolvati in R inecuatia:
a) x>+ 5x+6<0;
Rezolvati in R inecuatia:
a)2x*—Tx+6<0;
Rezolvati in R inecuatia:
a)x*+5x+ 18 < 19x + 4;
d)x*+ 12x + 73 >29x + 3;
Rezolvati in R inecuatia:

a) (2x + 7)(3x + 8) < (2x + 3)(2x — 3);
¢) (4x + 5)(3x + 4) < (dx + 3)(4x — 3);

Rezolvati in R inecuatia:

a)3x?+2x + 8 <2x*+ Sx + 125
C) Ix?+4x +7<8x*+9x+ 15;

Rezolvati in R inecuatia:

a) 2x + 7)(3x + 8) < (x + 3)(7x + 2);
¢) Bx + 2)(7x + 3) < (4x + 5)(5x + 6);

Rezolvati in R inecuatia:

a) (3x — 7)(3x — 5) < (2x — 3)(7x — 3);
¢) (2x — 3)(7x — 4) < (5x — 4)(3x — 2);

Rezolvati in R inecuatia:

a) (2x — 7)< (3x +2)(3x —2);
d) (6x — 5)* < (5x + 2)(5x — 2);
Rezolvati in R inecuatia:

a) (3x — 5)° < (2x + 5)(4x — 3);
d) (6x — 1)’ < (7x + 3)(5x — 6);
Rezolvati in R inecuatia:

a) (7x — 5)" < (4x + 3);

d) 9x — 4 <(Bx+7);
Rezolvati in R inecuatia:

=2 4x-9

a) 3 + 5 <0;
2 _ _
d) x—6 5x5 1 > 0;
Rezolvati in R inecuatia:
2) X' =2 N x*—2x .
5 7 ’

=3 xX*—5x
"3
Rezolvati in R inecuatia:

-1 5x—2 7Tx—4
VT3 T T
Rezolvati in R inecuatia:
a)|3x* —4x+1|<8;

Rezolvati in R inecuatia:

J’_

<3;

b) X2+ 7x+12>0;

b) 6x* +8x +3>0;

<0;

b)|6x* — 13x+ 1|<7;

b) x2+ 19x + 53 > 4x + 3;
e)x*+4x+21<34x+7,

) x>+ 8x+15<0;

) 20 + 9x + 11 < 0;

d)x*+12x +35>0.
d)3x*+7x+8>0.

) xX*+3x+50<21x+5;
f) x>+ 9x + 43 < 54x + 2.

b) Bx + 7)(4x +8) < (Bx +4)(3x — 4);
d) (4x + 5)(6x +7) < (5x + 3)(5x — 3).

b) Ox* + Tx + 3 <7Tx* + 1lx + 21;
d) 6x* + 9x + 3 < 5x? +23x + 17.

b) (3x — 4)* < (4x + 3)(4x — 3);
e) (5x — 6)* < (6x + 5)(6x — 5);

b) (4x — 5)* < (Bx + 4)(5x — 3);
e) (bx — 5 <(Bx+2)(5x—7);

b) (5x — 4)2 <(6x+ 5)2;
e) (7x — 5 < (6x + 7)%

¢) |8x> — 26x + 20| < 5;

b) Bx +5)(4x +3) < (x +4)(11lx + 6);
d) (4x + 5)(6x + 7) < (5x + 9)(5x + 8).

b) (2x —9)(3x — 8) < (6x — 1)(5x — 4);
d) Bx—5)(7x —4) < (4x — 7)(5x — 3).

¢) (4x —3)* < (5x +2)(5x — 2);
£) (7x — 2)* < (6x + 5)(6x — 5).

¢) (5x — 6)* < (4x + 3)(6x — 5);
£) (7x — 3)* < (6x + 5)(8x — 5).

c) (8x — 5’ < (7x + 4);
f) (9x — 8)* < (8x + 5)

d) [15% — 14x + 3| < 11.

a) X' —32x+227|>7; b)|¥*—24x+101|>6; c)|x*—3lx+162|>11; d) | —33x +223|>7.
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10. Metoda intervalelor

)

2)

80

B Exercitii rezolvate

Rezolvati in R inecuatia (x2 — 5x + 6)(—6x2 — x + 2)(5x + 1)><0.

Rezolvare. Inecuatia se rezolva, studiind semnul functiei f: R — R, f{x)= (x> — 5x + 6)(—6x" — x + 2)
(5x + 1)’ ajutati de semnele functiilor: /, : R —> R, f,(x) =x*=5x+6;f, : R >R, f,(x)=—6x"—x+2;
fi:R—R, fi(x)=(5x+1)>.x* = 5x + 6 = 0 are solutiile 2 si 3; —6x° —x + 2 = 0 are solutiile —0,(6)
si 0,5; (5x + 1)’ = 0 are solutia —0,2. Zerourile lui f'sunt (in ordine crescitoare): —0,(6) <—0,2 <0,5
<2<3.

X -0,6) —0,2 0,5 2 3
semn f (x) + + + + 0 -0 +
semn f(x) - 0 + + 0 - - -
semn f(x) + + + + + +
semn f{x) - 0 + + 0 -0+ 0 -

Se selecteaza solutiile inecuatiei si se obtine:

S§=(—0; —0,(6)] U{=0,2} U[0,5;2] U [3, o0).
Observatii. 1) Se constata ca zerourile functiei f, impart domeniul ei de definitie in intervale
pe care functia f are semnul constant. Pentru a stabili semnul din fiecare interval deschis, este
suficient sd se determine semnul lui f* intr-un punct arbitrar al respectivului interval. De exemplu,
f(=1)=-576 <0, f(0) =12 > 0, f{1) =—60 < 0 etc. Asadar, semnul lui fpoate fi stabilit, procedand
ca mai sus, din tabelul:

X -0,6) —0,2 05 2 3
semn f{x) - 0+ 0 + 0-0+0 -

sau cu ajutorul curbei semnelor (discurile sunt colorate, pentru ca zerourile sunt solutii).
2) Functia f, este o functie de gradul II care are un singur zerou, —0,2. De aceea in —0,2 functia f;
nu isi schimba semnul si acelasi lucru se intampla cu functia f.

-0,2

(4x — 7)(4x> — 9) -0
25x* — 16 '
Rezolvare. Inecuatia se rezolva studiind semnul functiei definite pe domeniul maxim de definitie n

_ 2 _
R al functici /: D — R, fix) = X 2572(4"1 - 9 D=R\ {~0,8; —0,8}.(4x — )4 — 9) = 0 are
o

solutiile 7 : 4 = 1,75, —1,5 si 1,5. 25x> — 16 = 0 are solutiile —0,8 si 0,8.
Se obtine: —1,5<-0,8<0,8 <1,5<1,75.

X -1,5 -1 -0,8 0 08 1 1,5 1,6 1,75
semn f{x) - 0 + N -0 + 0 - 0 +

Rezolvati in R inecuatia

S=(-1,5;-0,8) U (0,8; 1,5) U (1,75; ).
Observatie. In acest exemplu functia fare semne diferite pentru intervalele adiacente si niciunul
dintre punctele critice care apar in tabel nu este solutie a inecuatiei.



Metoda intervalelor. Metoda intervalelor permite rezolvarea inecuatiilor stabilind semnul unei functii.

Functia /: R — R, fix) = (ax + b )ax + b,)ax +b,)...(ax + b)) are zerourile x , x,, X, ..., x . Daca
zerourile sunt diferite oricare doud, atunci ele determina cel mult » — 1 intervale deschise adiacente
disjuncte si pe fiecare interval functia are semn constant.

Daca zerourile sunt diferite, atunci semnul functiei alterneaza de la un interval la cel care urmeaza
spre dreapta. In acest caz este suficient sa se stabileascd semnul pe unul dintre intervale, deoarece mai
departe actioneaza legea alternantei semnului.

Daca doua zerouri sunt egale, unul dintre intervalele deschise dispare si atunci pe doua intervale adi-
acente consecutive ramase, functia are acelasi semn. Mai departe actioneaza legea alternantei semnului.

Urmariti exemplele rezolvate.
. (ax+b)ax+b)..(ax+b) _ _
Functia f: D — R, fix) = (cxtd)ex+dyfex+d) are zerourile x , x,, x,, ..., x_$i nu este defi-

,x ... Cele n +m numere diferite determind cel mult 7 +m — 1 intervale deschise

nitdinx _,x _,x

n+2% Tnt3? 00t
adiacente disjuncte si pe fiecare interval functia are semn constant.

Daca numerele sunt diferite oricare doud, atunci semnul functiei alterneaza de la un interval la cel
care urmeaza spre dreapta. In acest caz este suficient si se stabileasca semnul pe unul dintre intervale,
deoarece mai departe actioneaza legea alternantei semnului.

Daca doud numere sunt egale, unul dintre intervalele deschise dispare si atunci pe doud intervale
alaturate determinate de ele, functia are acelasi semn. Mai departe actioneaza legea alternantei semnului.

Urmariti exemplele rezolvate.

n+1?

B Exercitii rezolvate

- A . . .4’ —3x—4
1) Rezolvati, aplicand metoda intervalelor, inecuatia E <2.
X" —3x—
45 —3x — 4 4 —3x— 4 —6x” + 3x . .
< —-72< - T < .
Rezolvare. R — <2<% R — 2<0< R — <0. Fie functia /: D —> R,
2
—6x>+
fx) = % — 6x2 + 3x =0 are solutiile 0 si 0,5; 5x* — 3x — 8 = 0 are solutiile — 0,4 si 1.
x -1 —-04 0 0,5 1
semn f{x) - + 0o - 0 + I -

Multimea solutiilor inecuatiei initiale este S = (—o0; —0,4) U [0; 0,5] U [1, o).

2) Rezolvati, aplicind metoda intervalelor, istemul de i g [T 120 R
) Rezolvati, aplicind metoda intervalelor, istemul de inecuatii 2 — 132 + 17x + IZZO’XE .

Rezolvare. Se rezolva fiecare inecuatie, aplicind metoda intervalelor.

Fie functiaf: R > R, fix) =4x* = 7Tx* + 2x + 1;4x* = 7> + 2x + 1 =4 —4x> - 2x* + 2x —x* + 1 =
A (x— 1) —2x(x— 1) —(x+Dx—1)=(x—1)4x*—3x—1).

Fie functia g: R > R, g(x) =2x* — 13x + 17x + 12; 2x* — 13x2 + 17x + 12 =2x> + x* — 14x* — Tx +
24x +12 = 282 + 1) — Tx(2x + 1) + 12(2x + 1) = 2x + 1)(22 — Tx + 12).

-T2+ 2x+ 1< <
3; _ Z;sz +2)lc7x 1+_1§ ~0® j;(z;));% fare zerourile —0,25 si 1 (de 2 ori); g are zerourile —0,5,
3si4.
X -1 =025 0 1 2 X -05 0 3 4
semn f{x) - 0 + 0 + semng(x)| — 0 + 0- 0 +

Aplicand metoda intervalelor, se ob{in mulfimile solutiilor pentru fiecare inecuatie: S, = (—o0; —0,25]
UL, ); §,=[-0,5;3] U [4, ).
Multimea solutiilor sistemului este =S5 N §, =[-0,5; —0,25].
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15.
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B Exercitii
Model. fix) = (x* — 6x + 5)(x + 2), x € R. Zerourile lui f'sunt in ordine crescatoare:

=2, 1, 5. Tabelul semnului: il B 2012 56 Rezolvati in R inecuatiile:
fx| - 0 + 0 - 0 +

a)(x* —5x+6)(x+2)<0; b) (x* = 8x + 7)(x +3)>0; c) (2 —Tx+6)(x+5)<0;

d) =9 +8)(x+1)>0; e) (= 6x+8)(x+6)>0; f) (2= 7x + 10)(x + 8) < 0.

Rezolvati in R inecuatiile:

a) (¢ — 11x +28)(x — 2) < 0; b) (¢ — 12x +27)(x — 1) > 0; c) (x> = 10x + 21)(x — 5) < 0;

d) (x> = 10x + 21)(x — 7) > 0; e) (x> — 11x +28)(x — 6) > 0; ) (¢* — 12x + 35)(x — 8) < 0.

Rezolvati in R inecuatiile:

a) (x*— 1lx + 18)(x* — 5x + 14) <0; b) (x* +4x —21)(x*— 7x — 18) > 0;

c) (?—x—12)(x*—5x—6)<0; d) (x* —2x —48)(x* —4x — 12) > 0.

Rezg)lva‘;i inR inecua;iilez: . ,

2
a);_iggo; b)xxzf;zo; c)x’§_644§o; d);i_26950; e)ﬁz_iézo.
Rezolvati in R inecuatiile:

a) (x> +2x—15)(x — 6)><0; b) (x> +2x — 24)(x — 7)>* > 0; c) (x> +2x —35)(x —2)*<0;
d) (> = 3x—70)(x—9)*>0; e) (x*+3x —70)(x —4)*>0; f) (x* +3x — 88)(x — 5)*<0.
Rezolvati in R inecuatiile:
a) (x* +9x — 36)(x* + 5x — 24) > 0; b) (2 —x —56)(x*+x—72)<0;
c) (x* + 8x — 48)(x* +7x — 60) > 0; d) (x* + 11x — 60)(x* + 12x — 45) <0.
Rezglva‘;i in R inecuatiile: ; ; )

x —3x+4 x —5x+7 x —8x+17 x —6x+10
e L By v P e e Ty I L S T e T

Rezolvati in R inecuatiile:
a)x'—11x*+28<0; b)x*-29x*+100<0; c¢)x*'—40x*+144>0; d)x*'—50x"+49>0.
Rezolvati in R inecuatiile:

x*—25x>+ 144 x*—226x> + 225 x*—257x*+ 256 x*—37x*+36
D i gersl =0 P mars76 2% 9w 30501324 =% V530710620
Rezolvati in R sistemul de inecuatii:

{x4—28x2+75<0 {x4—26x2+25<0 {x4—13x2+36<0 {x4—9x2+20<0
a c

D =102 +9>0: D\ —1012+100>0; 9 |x—41x2+400>0: D{x— 172 +42>0.

Rezolvati in R:

x*—=15x*+50<0 x*—26x*+88<0 x*=17x*+60<0 x*=32x*+175<0
V| w-120+2720; D ¥-132+40>0; 9| x-212+80>0; D|x-192+60>0.
Rezolvati in R inecuatiile:

a)x*— 15x+56<6; Db)x*—8+17>5; c) x> —Tx+25<13; d) x2—9x +20>6.
Rezolvati in R inecuatiile:
a)x' —12x*+39<7;, b)x'—15x+62>8; co)x'—17x*+87<15; d)x*—26x"+178>18.

Rezolvati in R inecuatiile:
5x*—4x—1 2x* —6x—3 X —6x—5 x—10x—1
= <1, b= - >3 = <4 d=——""——2>5.
Vg3 - ) S a2 ) 383 ) o 21
Rezolvati in R inecuatiile:
a) (x + 4)°3x + 2)’(4x — 5) < 0; b) (x + 6)*(2x + 5)’(3x — 8) > 0;
¢) (2x + 7)*(5x + 12)°’Bx — 13) < 0; d) (3x + 8)*(8x +25)°(3x — 27) > 0.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
) {x“— 14x>+50< 10

xt=10x2+33<7
a {x“— 12x> +38 > 11;
x*=23x*+150<18
d {x4— 15 + 76 > 20;
Rezolvati in R inecuatiile:
a)(x—1)2x*+x—6)<0;
d) (x —4)(6x* — 23x +20) < 0;

) xX*=Tx*+ 14x— 8> 0;

x> —=34x+120<0
d X =2x>-9x+18>0;

{x2—22x+85<0
a

Rezolvati in R:

a)

d)

xX*=17x*+16<0

16x° — 64x> —3x+ 12> 0;
x*=13x*+36<0

43— 8x* —9x + 18> 0;

x*—=8x2+25>10;

=242+ 154 < 11
©) ) x4 —15x2 + 48 > 12;

b) (x — 2)(6x> + x — 2) > 0;
e) (x — 7)(6x> — 3x — 45) > 0;

Rezolvati in R sistemul de inecuatii:

X = 17x*+34x - 8> 0;

b {x2—34x+120<0

{x2—34x+ 120<0
e

x>+ 3x2—16x—48>0;

e)

Rezolvati in R sistemul de inecuatii:

Ox* = 27x*+ 13x—39<0
D43 —3x2—8x+ 6>0;
X +4xr—x—-4 <0
3xX3+5x2—12x—-20>0;

Rezolvati in R:

a)

5x3+6x*—5x—-6<0

d)

Rezolvati in R:
x—1 ‘<l
dx—7 |~

a)

x—3
1 %

Rezolvati in R:
x—6 <1
dx—9 |~

a)

x—2
w2 b

2x* = 3x2—18x +27<0
X +x2—-12x—4>0;

2x3 + Tx? —8x — 28> 0;

b)

b)

x*—=197x*+ 196 <0
43— 12x*+9x—27>0;
x*—=26x*+25<0
2x3+3x> —32x — 48 > 0;

xX*=13x*+2x—26<0

5x3+3x2—45x—-27<0

b) {x3— 11:% + 5x = 55> 0;
e){

x4+ 3x2—=25x—75>0;

b)

e)

x—9
2x—3
x—5
—3x+9

x—8
3x—8
x—6

4x + 30

‘Sl

>3

<

<2;

B

b

5% —4x?—8x +64<0

33 —4x?—-27x +36 > 0;
4x3+3x>—36x —27<0
5x3 +7x?—80x — 112 > 0;

x—6

2x— 18
x—2
4x + 36
x— 18
3x—27
x—3
8x + 32

©)

=

>1:

<3

<2:

ol

ol
0]

)

b

2

x*=24x*+156 <16
x=15x2+ 66 > 12;

{x“— 18x*+ 192 <12

D - 312+ 232> 12.

¢) (x—3)(10x*+ 11x — 6) > 0;
) (x — 6)(10x? + 39x — 27) > 0.
x> —26x+133<0
) | ¥ = 16x2 +32x — 8 > 0;

x>=2Ix+110<0
xX*+x> —3x—3>0.

x*—=65x2+64<0
Ox’—15x> - 3x+5>0;

d)

x*—=257x*+256 <0
16x>—4x*—12x+3>0.

xX*=15x*—4x+60<0
X =19x*+3x—-57>0;
16x* —32x>—15x+30<0
2x3 + 19x* —4x — 38 > 0.

3x3+5x2—75x —125<0
4> - 16x* —9x +36>0;
18 —9x*—6x+3<0
4x* —20x*> — 49x + 245 > 0.

x—9

<
6x—30‘ 2
x—1
T3x19
x—6
7x35‘<4
x—4
<l

Aflati valorile lui m pentru care suma pitratelor solutiilor reale ale ecuatiei x* — (4m — 3)x + m = 0

este mai mica decat 5.

Aflati valorile lui m pentru care suma patratelor solutiilor reale ale ecuatiei x> — (2m — 5)x + m =0

este mai mare decat 4.

Aflati numerele reale m pentru care ecuatia x> — (2m — 3)x + 7 = 0 are solutii pozitive.
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Rezolvati in R inecuatia: a) (—3x + 7)(5x + 14) <0; b) (—8x + 26)(4x + 29) < 0.

Rezolvati in R inecuatia: a) gi — 2 >0;b) fé — § <0.

Rezolvati in R inecuatia: a) 5x2— 3 >3;b) 3x1* g <2

Rezolvati in R inecuatia: a) éﬁ : ; >2;b) Zx : 2 <1,

Rezolvati in R inecuatia: a) ﬁ >2;b) ﬁ <l

Rezolvati in R inecuatia: a) % >0;b) m <0.
5 2 1 3

Rezolvati in R inecuatia: a) E— > -9 b) o > —a

Rezolvati in R inecuatia: a) x>+ 9x — 136 <0; b) x> + 7x — 368 > 0.
Rezolvati in R inecuatia: a) x>+ 7x +23 <2x+37;b) x* + 9x + 5>3x + 18.
Rezolvati in R inecuatia: a) 3x2—5x+7< 0; b) 9x*+8x+2>0.

Rezolvati in R inecuatia: a) |5x>—6x+2|<3; b)|2x*—8x+9|<13.
- ) ) xX2=4x+7<0 xX>—17x+66<0
Rezolvati in R sistemul de inecuatii: a) {x220x +91>0: {x2—25x 412650,
’2x—3‘<2 ‘4x—7‘<3
- . . S5x—4 3x—7
Rezolvati in R sistemul de inecuatii: a)
‘ 5—2x ‘ 3 —4x
<1.
6x—4 ’ 8x—3
Rezolvati in R inecuatia: a) [x*> —48x + 141|>6;b) |x> —27x + 159|>7.
. |-8x+19|>4 |=7x+5]>29
RezolvafiinR: a) \| 2 -3y~ 147(>7; ®) | |x2—2x - 203 | >8.

4 _ 2 + 4 _ 2 +
Rezolvati in R sistemul de inecuatii: a) {x 27350 <0 {x 2007+ 48 < 0

x*—=13x2+36>0; b) x*—40x>+ 144 > 0.
X —12x2+32<0 x*—=34x2+225<0

¥t — 14x2 + 45> 0; ) | xt— 16x2+ 63 > 0.

Rezolvati in R inecuatia: a) x> — 8x> —3x — 18 <0; b) x* — 15x* + 72x — 108 > 0.

x2—24x+119<0 b) x2—35x+216<0
x> = 14x*+ 65x — 100 > 0; 163> —40x*>+17x —2 > 0.

Rezolvati in R: a) {

Rezolvati in R sistemul de inecuatii: a) {

) x*=21x2+80<0 x* =302+ 125<0
Rezolvaii inR: a) { 9 — 51 +31x—5>0; ° {4x3 — 142 + 120 + 72> 0,
Aflati valorile lui m pentru care suma piaratelor solutiilor reale ale ecuatiei x> — (3m — 4)x + 2m = 0
este mai mica decat 8.
Aflati valorile lui m pentru care suma paratelor solutiilor reale ale ecuatiei x> — (m — 5)x + 6m = 0
este mai mare decat 12.
Aflati valorile lui m pentru care suma paratelor solutiilor reale ale ecuatiei x* — (2m — 3)x + 3m = 0
este mai mica decat 9.



I

. Rezolvati in R inecuatia:
(—2x + 18)(4x + 19) < 0.

. Rezolvati in R inecuatia:
2x—19
Sx— 1420
. Rezolvati in R inecuatia:
17 -
(x=9Nx+7) ~
. Rezolvati in R inecuatia:
[3x* —4x + 1] <5.

. Rezolvati in R inecuatia:
[x?—2x—203|>8.
. Rezolvati in R inecuatia:
Xt o,
-5x+21 —
. Rezolvati in R:
| =5x+25|>3
{|x2—5x—211 [>7.
. Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
x*=15x2+56<0
{x“— 11x2+30>0.
. Rezolvati in R:
{x“ 152> +56<0

0.

x> — 14x* + 65x — 100 > 0.

Evaluare

I

(i 1. Rezolvati in R inecuatia:

(=5x + 25)(4x + 17) < 0.

. Rezolvati in R inecuatia:

2x—23>0.
S5x—12~

. Rezolvati in R inecuatia:

23

(x—6)(x+2) = 0.

. Rezolvati in R inecuatia:

[15x2—8x—1|<2.

. Rezolvati in R inecuatia:

[x?—4x +173|>8.

. Rezolvati in R inecuatia:

x+2

o =3
—Sx+18 ~
. Rezolvati in R:
| —4x+28|>3
{|x2—7x—121 | >23.

. Rezolvati in R sistemul de inecuatii:

x*=17x*+72<0
x*—13x>+40>0.

. Rezolvati in R:

x*=13x*+42<0
x> = 13x*+55x—75>0.

Puncte 0-5 624 24-32

Nota 2 3 4

56-65 66-75 7685 8695 96-100

Din istoria matematicii

Leonardo din Pisa sub numit Fibonacci (1175-1250) a fost educat in Afri-
ca. Fiind negustor, a calatorit in Europa si Asia Mica.

S-a remarcat prin cunostintele sale matematice. In 1202 a scris cartea Liber
abaci, o traducere liberd a cunostintelor matematice culese de el in timpul cala-
toriilor. A introdus in Europa notatia araba pentru numere si metodele de calcul
hinduse.

A fost primul care a utilizat linia de fractie. In cartea Liber abaci se afla si ‘i
problema generatiilor de iepuri, care conduce la sirul pe care in 1870 matema- Fibonacci
ticianul francez Edouard Lucas I-a numit sirul lui Fibonacci. La acelasi sir se  (1175-1250)
ajunge, studiind Inmultirea unor bacterii.

A mai scris cartile Liber geometriae (1220) si Liber quadratorum (1225), unde s-a ocupat de
ecuatii de gradul I si II si de unele ecuatii de gradul III.
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Rezolvati in R ecuatia bipatratica:
a) x* —7x* —8=0; b) xt—5x*—14=0; c) xt—9x* —10=0; d) xt—11x* —26=0;
e) x' —8x*—9=0; O x'—12x"-13=0; g x*-9x*—10=0; h) x*' —14x’ —-15=0.
Rezolvati in R ecuatia bipatratica:
a) x* +9x7 4+20=0; b) x*+12x* +20=0; c¢) x*+11x* +18=0; d) x* +15x +50=0;
e) x* F1Ix* +24=0; f) x* +17x*+70=0; g) x'+7x*+10=0; h) x* +15x* +50=0.
Fie ecuatia x* —Sx + P = 0. Firi si se afle solutiile (x, si x,) ecuatiei se poate afla: suma pitratelor
solutiilor; suma cuburilor solutiilor; suma inverselor solutiilor ecuatiei; suma patratelor inverselor
solutiilor etc.
X, +x, =8, xx,=P. Atunci: S =x +x] =(x, +x,)* —2x,x, =S’ — 2P;
SY =x +x =(x, +x,) —3x'x, —3xx = (x, +x,)° —3xx,(x, +x,) =S’ —3SP;
gov_ L o xdxn S oo 1 1 ¥i+x S¥

X X, X, X, P’ XX XX p?
Pentru fiecare ecuatie, fard sa se afle solutiile ei, aflati: suma patratelor solutiilor; suma cuburilor
solutiilor; suma inverselor solutiilor ecuatiei; suma patratelor inverselor solutiilor ecuatiei.
a) x> +7x—3=0; b)x*+6x+2=0.
Fira si rezolvati ecuatia, aflati: S(4) = x; + xJ.
a) X’ —Tx—2=0; b) x> —6x+4=0; ¢) ¥ +9x+5=0; d) x> —8x+5=0.
x+2 2x

Indicatie. Pentru a rezolva in R ecuatia

=3, se aplicd substitutia y = x+2 si se
2 X X — X
obtine y —— = 3. Rezolvati pe DVA in R ecuatia:
y

x—|—2_ 2x x+3_ 5x x—4 5x x—5 Tx

) X x+2_3’ b) X x+3__4’ 2 X +x—4_6’ 9 X +x—5_8.
Rezolvati in RxR sistemele:

x+3(x+2(y-2)=-8 y+5G@x—2(y—1))=153—-y)—2

{3x—2(4y+5(x—3))=31’ ){4x—3(5(2y+3)+4x):4y—1 ‘

3.5 4 3 B 2 _
Rezolvatiin DVA CR xR sistemele: a) xq;y x;y ; b) x—l—;/—9 x—)8/+4
+ =25 — -1

Rezolvati in RxR sistemele: Xty x-y xX+y—9 x—y+4

x| +|y]=5 3x+2y-5|=7 |x—11|— 2y +10|=-2

{|x||y|=1’ —xt[6y—15)=1 l|3x33|+|7y+35|:7'

N7 =3]x + V5 =1y = x1=7) + 5y
\\B—z‘x—\ﬁ—3\y=—\/§+ﬁy—4'

Aflati domeniul de definitie (D) in R al functiei f:D — R, daca:
—_— 2 [R—
a) f(x)=+x"—=7x"+10 + dx -3 xt—18x +77 + X 32

- - ;b)) flo)= - - -
Ax"—=17x"+70 AxT—19x" +78
(x* =2)(x* —15x* +56)
(x* —6)(x* —21x* +90)

Rezolvati in RxR sistemul:

Aflati cate numere din N de o cifranuse aflain D al functiei /: D — R, f(x)= \/



Pentru concursuri
B Exercitii

1. Fie numerele reale pozitive x , x,, ..., x . Demonstrai propoziia:

X
D e e
X,tx,t.,x “n-1

Rezolvare.s =x +x,+..+x ,x =s—(x,+x,+..+x).

X, 1 - " 1 _
Z)c +x. +..+x _SZx +x,+..+x —Zl_sn Hx Tx, +..+x "7
2 3 n 2 3 n 2 3 n
n ! 1
g QO wtx+etx)+ )\ s 12
2 3 n

- = >
n X, tx, +..+x n=
2 3 n
X, tx,+..+tx n—1 n—1°
Egalitate are loc pentru x, = x, = ... = x .
2. Fie numere reale pozitive a,, a,, ...,a, sib,, b, ..., b . Demonstrai propozifia:

(Z (a, + )(Z albi) >4n’, n

i

Rezolvare. Se aplicd inegalitatea mediilor @, + b,>2\ab,. Rezulta: ) (a, +b) >4 ab, Ramine

n n i=1 i=1
de demonstrat ca 4(2 aibl.) (Z alb) > 4’

i=1 i=1 i

n n 1
Fie x.= ab., (1). Conform Exercitiului 1, p. 19, (Z x,.) (Z ) >, (2).

i=1 i=1 xl'

. ) .. < N 1 2 o e
: >
(1) si (2) implica: 4(2 ab)(lzl: 2, b[) 4n” este adevarata.
N _n(n+ D@+ 1)
3. Ardtatica ; 6
Rezolvare. (i+ 1)’ =i’ + 3 +3i+ 1 implica: 2° =1’ +3- °+3-1+1,3’=2"+3-2°+3-2+1,4’
=3+3-3%+3-3+1,.,[(n-D+1T =0 -1V +3n-1Y+3mn-D+1,(n+ 1) =n’+3n +3n+ 1.
Dupa adunare, rezulta:

(n+1)—1+321+321+n©3zl—(+1) 3”(””) i+ e

321 —(n+1)[(n+1) ——_1]©3Zl —(n+1)(n +2n_37)

- 32 _n(n+ 1)(2n +1) Z 2o n(n + I)éZn + 1).

50 !
4. Aplicand propozitia demonstrata, calculati Z i
i=1
50-51-101

50
Rezolvare. a) Pentru n = 50 rezultd ), i* === =25 17 101 =42 925,
i=1
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lul

E Elemente de statistica
S si de probabilitati

1. Notiunea de probabilitate

Pacioli (1445—1514) a atras atentia asupra jocurilor de noroc. Luca Pacioli a fost un calugar francis-
can, care a publicat in 1494 cartea Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita n
care a dorit sa adune toate cunostintele matematice. Este considerat parintele contabilitatii.

Cardan (1501-1576) (Gerolamo Cardano a publicat in 1545 cartea Ars Magna, unde apar pentru
prima data solutiile ecuatiei cubice), a scris in 1560 cartea despre jocurile de noroc Liber de ludo aleae,
publicata abia in 1663, trateaza pentru prima data sistematic probabilitatea.

Galileo (1564—1642) (fizician, matematician, astronom si filosof italian) a remarcat ca la aruncarea
a trei zaruri suma numerelor care cad este egala cu 10 de mai multe ori decat este egald cu 9.

Aparitia calculului probabilitatilor este legata de corespondenta dintre Fermat (1601-1665) si Pas-
cal (1623-1662) din 1654 cu privire la doud probleme propuse lui Pascal de catre cavalerul de Méré
(1607-1685). Acesta din urma a observat ca daca joacad de un numar suficient de ori, castiga sigur. Cer-
cetarile lor nu au fost publicate.

Christian Huygens (1629—1695) (matematician, astronom si fizician olandez) a reluat cercetarile lui
Fermat si Pascal si a publicat in 1657, incurajat fiind de Pascal, primul tratat de probabilitati.

Kolmogorov a fondat in 1936 teoria probabilitatilor. Mai departe calculul probabilitatilor s-a dezvol-
tat in doua directii: teorie §i aplicatii.

« Aruncarea unui zar, extragerea unei carti dintr-un pachet de carti de joc, extragerea unei bile dintr-o
urnd etc. sunt exemple de experimente aleatoare.

« Rezultatul unui experiment nu poate fi anticipat cu certitudine. O repetare a unui experiment ale-
ator (de exemplu, o aruncare a unui zar) este o probd, iar rezultatul unei probe este un eveniment (de
exemplu, la aruncarea zarului a cazut fata cu 3 puncte).

« Unui eveniment 1i asociem o mulfime (de exemplu, la aruncarea unui zar evenimente sunt {1} —
aparitia fetei cu un punct, {2} — aparitia fetei cu doua puncte, {3} — aparitia fetei cu trei puncte etc.) si 1i
corespunde un numdr de cazuri favorabile dintr-un numdr de cazuri egal posibile (de exemplu, eveni-
mentul {1} are 1 caz favorabil din 6 cazuri egal posibile).

» Evenimentul imposibil (i se asociaza multimea vida, @) nu se poate realiza niciodata, iar eveni-
mentul sigur se realizeaza intotdeauna (se noteaza F).

 Probabilitatea de realizare a unui eveniment (notata p) este raportul dintre numarul cazurilor
Sfavorabile si numarul cazurilor egal posibile. p este un numar din intervalul [0, 1].

» Evenimentele echiprobabile sunt evenimentele care au aceeasi probabilitate de aparitie.

Experimentele se desfasoara in conditii ideale. Zarurile sunt perfecte astfel incat nu apare o fata de
mai multe ori decat alta. La fel cand este vorba despre o moneda sau despre extragerea unei bile dintr-o
urnd. De aceea, aceasta este probabilitatea teoretica.

« Fie experimentul aleator aruncarea unei monede. Moneda are doua fete: stema si banul. Evenimen-
tele acestui experiment sunt B = {aparifia banului} si S = {aparitia stemei}. Este imposibil sa nu apara
dupa aruncare niciuna dintre fetele monedei (evenimentul imposibil) si la orice aruncare cade una dintre
fete (evenimentul sigur).

Numarul cazurilor egal posibile = numarul fetelor monedei = 2. Numarul cazurilor favorabile este
1 pentru fiecare dintre evenimentele B si S. p(B) = p(S) = 0,5. Evenimentele B si S sunt echiprobabile.
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« Intr-o urna sunt 3 bile albe si 5 bile negre. Evenimentele experimentului de extragere a unei bile
din urna: 4 = {aparitia unei bile albe}, N = {aparitia unei bile negre}, evenimentul imposibil = {nu apare
o bilad alba sau neagra} = @, evenimentul sigur = {aparitia unei bile albe sau negre}. Numarul cazuri-
lor egal posibile = numarul bilelor din urna = 8. Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului
A = numarul bilelor albe = 3, Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului N = numarul bilelor
negre = 5. p(4) =3 : 8=0,375; p(N) =5 : 8 = 0,625. Cele doud evenimente nu sunt echiprobabile.

B Exercitii
1. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) ... sunt exemple de experimente aleatoare. b) ... este o proba.
¢) ... este un eveniment. d) Probabilitatea unui eveniment este ...

2. Aflati numarul cazurilor egal posibile in cazul experimentului:
a) aruncarea a doud monede; b) aruncarea a trei monede;  ¢) aruncarea a patru monede;
d) aruncarea a cinci monede; ) aruncarea a zece monede; f) aruncarea a cincisprezece monede.

3. Aflati numarul cazurilor egal posibile in cazul experimentului:

a) aruncarea a doua zaruri, b) aruncarea a trei zaruri; c) aruncarea a patru zaruri;
d) aruncarea a cinci zarurii; €) aruncarea a sapte zaruri; f) aruncarea a noua zaruri.

4. Aflati numarul cazurilor egal posibile in cazul experimentului de extragere a unei bile dintr-o urna cu:
a) 7 bile albe, 3 bile rosii, 6 bile albastre; b) 9 bile albe, 5 bile rosii, 2 bile albastre;
c) 4 bile albe, 9 bile rosii, 7 bile albastre; d) 2 bile albe, 9 bile rosii, 22 bile albastre.

5. Intr-o urna sunt 5 bile albe, 2 bile negre, 7 bile rosii si 10 bile albastre. Se extrage o bila din urna.
Inregistrati evenimentul si numarul cazurilor favorabile:

a) extragerea unei bile albe; b) extragerea unei bile negre; c) extragerea unei bile rosii;
d) extragerea unei bile albastre  e) extragerea a douad bile negre;  f) extragerea a doua bile rosii.

6. O piramida triunghiulara are toate fetele triunghiuri echilaterale congruente de culori diferite (alba,
neagra, rosie, galbend). La o aruncare piramida se asaza pe o fatd de o anumita culoare. Inregistrati
evenimentul si numarul cazurilor favorabile:

a) piramida s-a agezat pe fata alba; b) piramida s-a agezat pe fata neagra;
c) piramida s-a asezat pe fata rosie; d) piramida s-a agezat pe fata galbena.

7. Intr-o urni sunt 6 bile albe, 5 bile negre, 8 bile rosii, 6 bile verzi, 5 bile maro si 6 bile albastre. Aflati
probabilitatea de:

a) extragere a unei bile albe; b) extragere a unei bile negre; ) extragere a unei bile rosii;
d) extragere a unei bile albastre;  ¢) extragere a unei bile verzi;  f) extragere a unei bile maro.
Care evenimente sunt echiprobabile?

8. 1In 8 plicuri s-au pus céte o bancnota de 5 lei; in 6 plicuri s-au pus céte o bancnota de 10 lei; in 6
plicuri s-au pus cate o bancnota de 20 lei; in 3 plicuri s-au pus céte o bancnota de 50 lei. Se amesteca
bine plicurile si se extrage unul. Aflati probabilitatea ca in el sa se afle o bancnota de:
a)5Slei; b)l0lei; c¢)201lei; d)S50 lei.

9. Intr-o urni sunt bile numerotate diferit de la 1 pana la 23. Se extrage o bild din urna. Aflati probabi-
litatea ca numarul de pe bila:

a) sa se divida cu 4; b) impartit la 4 s dea restul 1;  ¢) impartit la 4 sa dea restul 2;
d) Tmpartit la 4 sa dea restul 3;  e) sd se divida cu 3; f) sa se divida cu 5.

10. Intr-o urna sunt 20 de bile numerotate de la 1 pana la 20. Se extrage o bila din urni. Aflati probabi-
litatea ca bila extrasa sa aiba numarul:

a) mai mic decat 7;  b) cuprins intre 6 si 13;  ¢) cuprins intre 12 i 15;  d) mai mare decat 15.

11. Fie experimentul de la exercitiul 10. Aflati probabilitatea ca bila extrasa sa aiba numarul:

a) divizibil cu 5; b) divizibil cu 6; ¢) divizibil cu 7; d) divizibil cu 8;
¢) mai mare decat 7, f) mai mare decat 9; g) mai mare decat 13;
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13.

14.

15.

16.

17.
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h) mai mic sau egal cu 5; 1) mai mic sau egal cu 8;  j) mai mic sau egal cu 12;

k) nedivizibil cu unul dintre numerele 2, 3, 5, 7.

Care dintre evenimente sunt echiprobabile?

Confectionati carti de joc pe care inscrieti numerele de la 1 pana la 60. Amestecati pachetul si extra-
geti o carte. Aflati probabilitatea ca pe ea sa fie:

a) o putere cu exponent natural a lui 2; b) o putere cu exponent natural a lui 3;
¢) o putere cu exponent natural a lui 4; d) o putere cu exponent natural a lui 5;
) o putere cu exponent natural a lui 6; f) o putere cu exponent natural a lui 7;

g) o putere cu exponent natural a lui 2 sau a lui 3;

h) o putere cu exponent natural a lui 3 sau a lui 4;

1) o putere cu exponent natural a Iui 4 sau a lui 5;

j) o putere cu exponent natural a lui 2 sau a lui 3 sau a lui 4.

Care dintre evenimente sunt echiprobabile?

Fie experimentul de la Exercitiul 12. Aflati probabilitatea ca pe cartea extrasa sa fie:
a) radacina patrata a unui numar din intervalul [1, 90];

b) radacina patrata a unui numar din intervalul [100, 296];

¢) radacina patratd a unui numar din intervalul [310, 500];

d) rddacina patrata a unui numar din intervalul [506, 700];

e) radacina patratd a unui numar din intervalul [710, 1 000];

f) radacina patrata a unui numar din intervalul [1 010, 2 000];

g) radacina patrata a unui numar din intervalul [2 010, 4 000]

Care dintre evenimente sunt echiprobabile?

Se arunca doua zaruri. Aflati probabilitatea ca suma numerelor care apar sa fie egala:
a)cud4; b)cus5; c)cu7; d)cu8; e)cull; f)cul2.

Se arunca trei zaruri. Aflati probabilitatea ca suma numerelor care apar sa fie egala:
aycu4; b)cu5; c)cu7; d)cu8; e)cul2; fculs.

Intr-o urna sunt 6 bile albe si un numar de bile negre. Aflati:

a) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba

este 0 si cate bile negre sunt in urna;

b) probabilitatea ca la o extragere s apara o bilda neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba
este 0 si cate bile negre sunt in urna;
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¢) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba
este 765 si cate bile negre sunt n urna;

d) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bild alba

este 3761 si cate bile negre sunt in urna.

Intr-o urna sunt 9 bile albe si un numar de bile negre. Aflati:
a) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba

este 3. si cate bile negre sunt in urna;

b) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bild neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba
este % si cate bile negre sunt in urna;

c) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba

este 2 si cate bile negre sunt in urna.



2. Colectarea, organizarea si repezentarea datelor

* Probabilitatea empirica si frecventa relativd. Fie n, numarul de realizari ale evenimentului 4
intr-o serie de n probe.
nA

Frecventa relativa a evenimentului 4 este: f (4) = -/

« Statistica matematicd se ocupa cu inregistrarea, analiza §i interpretarea datelor referitoare la un
fenomen (natural sau social) si cu elaborarea de previziuni.

« Statistica descriptivi culege si inregistreaza datele, dupa care statistica matematica le grupeaza, le
analizeaza si le interpreteaza formuland predictii pentru comportarea viitoare a fenomenului respectiv.

« Multimea care este obiectul unei analize statistice reprezinta o populatie statisticd. Fiecare element
al populatiei statistice este o unitate statistica sau individ, iar numarul acestor elemente este volumul
populatiei statistice.

« Intr-o analiza statistica se studiaza caracteristici cantitative (varsta, 1nalfimea, talia, masa etc.) si
caracteristici calitative sau atribute (culoarea parului, a ochilor, forma fetei, inclinatii, dorinte, calitatea
unui produs etc.). Caracteristicile cantitative pot avea valori izolate i se numesc discrete (discontinue)
sau pot avea toate valorile dintr-un interval de numere si In acest caz se numesc continue.

 Analiza numerica in raport cu o singura caracteristica, conduce la serii statistice formate din pe-
rechi de numere. In cazul unui test scolar rezultatele sunt perechile (notd, numar de elevi). In cazul
caracteristicilor discrete, reprezentarea grafica a seriei se face cu bare.

« Aruncand o moneda de 100 de ori s-au inregistrat datele: banul (B) 53 de ori;
stema (S) 47 de ori. Se pot calcula frecventele fiecdrui eveniment: f (B) = 0,53 = 53%,

(S) = 0,47 = 47%. Spre deosebire de probabilitatea teoreticd care acorda sanse egale

celor doua evenimente, statistica inregistreaza date reale legate de o moneda concreta si Ban
in baza rezultatelor obtinute se pot anticipa mai bine sansele. Rezultatele au si ilustratia

grafica din dreapta.

In acest caz, populatia statistica este multimea fetelor monedei cu doi indivizi si caracteristica este
cantitativa discreta (numarul de aparitii).

Experimentul se poate executa cu 100 de monede. Dupa inregistrarea rezultatelor pentru fiecare mo-
neda, se calculeaza media aritmetica a rezultatelor. Se calculeaza frecventa relativa a fiecarui eveniment.
In urma acestor rezultate se poate anticipa mai bine sansa de realizare a fiecirui eveniment.

« Din 10 000 de aparate produse de o companie s-a constatat ca 2 prezinta defecte de fabricatie. Ne-
sansa sa cumperi un astfel de aparat este data de frecventa relativa de aparitie a unui aparat defect (D),
(D) =0,002 = 0,2%.

« Rezultatele unei probe de evaluare la matematica obtinute de elevii unei clase cu 31 de elevi sunt:

A
Nota 314156781910 8
Numarul 1) el g 6| 3|2 ] 6
elevilor

Populatia statisticdi este multimea elevilor din clasa,
unitatile statistice sunt elevii clasei, volumul populatiei
statistice este 31 (numarul elevilor clasei), iar caracteristica
este nota la test. Seria statistica (formata din perechile (nota,
numarul elevilor)) este: (3, 1), (4, 1), (5, 4), (6, 6), (7, 8),
(8, 6), (9, 3), (10, 2). Rezutatelor testului sunt reprezentate
prin graficul cu bare din dreapta.
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B Exercitii

Copiati si completati propozitiile: a) Frecventa relativa a evenimentului 4 este ...  b) Statistica
matematica se ocupa cu ...  c¢) Statistica descriptiva ...  d) Populatia statistica ...

Copiati si completati: a) Unitatea statisticd sau individ ...  b) Volumul populatiei statistice ...

¢) Tipurile de caracteristici ... d) Dupa valorile pe care le au caracteristicile sunt: ...

Aruncand un zar de 60 de ori s-au Inregistrat rezultatele:
Aflati frecventa relativa de realizare a fiecarui eveni-
ment.

Fata 11213 |4|5]6
Aparitii | 12| 8 | 9 | 11| 8 | 12

Identificati In exercitiul anterior: populatia statistica; volumul populatiei statistice; unitatile statisti-
ce; caracteristica.

Aflati frecventa relativa de aparitie a unui produs cu defecte de fabricatie, daca:

a) din 2 000 de produse 5 sunt defecte; b) din 1 000 de produse 12 sunt defecte;
¢) din 500 de produse 3 sunt defecte; d) din 3 000 de produse 24 sunt defecte.
In fiecare dintre situatiile descrise la Exercitiul 5, identificati: populatia statistica, unitatile statistice,
volumul populatiei statistice, caracteristica.

Inainte de alegerile locale, intr-un oras s-a ficut un sondaj de opinie la care au participat 5 000 de
persoane. Identificati:

a) populatia statistica; b) volumul populatiei statistice;
¢) indivizii populatiei statistice; d) caracteristica.

Cei 28 de elevi ai unei clase au fost masurati in inaltime si cantariti. Identificati:

a) populatia statistica; b) volumul populatiei statistice;
¢) indivizii populatiei statistice; d) caracteristica.

La sfirsitul anului scolar, pentru fiecare elev al unei scoli de 628 de elevi se calculeaza media anuala.
Identificati: a) populatia statistica; b) volumul populatiei statistice; ¢) indivizii populatiei statistice;
d) caracteristica.

Rezultatel.c.e unei probe de evaluare 1?1 matematica obtinu- Nota 21516l 7181910

te de elevii unei clase cu 27 de elevi sunt: ——

Identificati: a) populatia statistica; b) volumul populatiei umartty 4 lale | 8211
. S .. - elevilor

statistice; ¢) indivizii populatiei statistice;

d) caracteristica.

Completati seria statistica si construiti graficul cu bare al rezultatelor din exercitiul anterior.
Rezultatele unei probe de evaluare ale unei clase de elevi sunt oA
reprezentate grafic.

Identificati: a) populatia statistica; b) volumul populatiei statis-

tice; ¢) indivizii populatiei statistice; d) caracteristica. 5

Inregistrati rezultatele aruncirii unui zar de 120 de ori. 5

a) Aflati frecventele relative de realizare ale fiecarui eveniment. N

b) Construiti graficul cu bare al seriei statistice pe care o obtineti. I
Aflati de la colegii vostri cati dintre ei folosesc mijloace de trans- >

port pentru a ajunge la scoald. Reprezentati grafic rezultatele n
procente.

Puneti intr-o cutie 3 bile albe si 5 bile negre. Executati 50 de extrageri si inregistrati rezultatele.
Calculati frecventa relativa si reprezentati grafic rezultatele.



Sinteza

1.

10.

Intr-o urna sunt bile numerotate diferit de la 1 pana la 37. Se extrage o bila din urna. Aflati probabi-

litatea ca numarul de pe bila:

a) sd se dividd cu 3; b) sd se divida cu 4; c) sa se divida cu 5; d) sa se divida cu 6.

Intr-o urna sunt 38 de bile numerotate de la 1 pana la 38. Se extrage o bila din urna. Aflati probabi-

litatea ca bila extrasa sa aiba numarul:

a) mai mic decat 13;  b) cuprins intre 12 §1 25; ¢) cuprins intre 18 i 25; d) mai mare decat 24.

Confectionati carti de joc pe care inscrieti numerele de la 1 pana la 85. Amestecati pachetul si extra-

geti o carte. Aflati probabilitatea ca pe ea sa fie:

a) o putere cu exponent natural a lui 2; b) o putere cu exponent natural a lui 3;

¢) o putere cu exponent natural a lui 4; d) o putere cu exponent natural a lui 5.

Confectionati carti de joc pe care inscrieti numerele de la 1 pana la 90. Aflati probabilitatea ca pe

cartea extrasa sa fie:

a) radacina patrata a unui numar din intervalul [1, 300];

b) radacina patrata a unui numar din intervalul [400, 1 500];

c¢) radacina patrata a unui numar din intervalul [2 000, 7 000].

Intr-o urna sunt 7 bile albe, 9 bile negre, 3 bile rosii, 9 bile verzi, 7 bile maro si 2 bile albastre. Aflati

probabilitatea de extragere:

a) a unei bile albe; b) a unei bile negre; c) a unei bile rosii; d) a unei bile care nu este albastra.

Se arunca patru zaruri de culori diferite. Aflati probabilitatea ca suma numerelor care apar sa fie egala:

aycu6; b)cu9; c)culd; d)ycul7; e)cu2s5 f)cu28.

Intr-o urna sunt 9 bile albe si un numar de bile negre. Aflati:

a) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bild alba
este 792 si cate bile negre sunt n urna;

b) probabilitatea ca la o extragere s apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba

este —2_si cate bile negre sunt in urna.
31

Intr-o urna sunt 7 bile albe si un numar de bile negre. Aflati:
a) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba

este 1 si cate bile negre sunt n urna;
22

b) probabilitatea ca la o extragere s apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba
este L si cate bile negre sunt in urna.
1

Intr-o urna sunt 9 bile albe si un numar de bile negre. Aflati:
a) probabilitatea ca la o extragere sa apara o bila neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba
este 3 si cate bile negre sunt in urna;
5

b) probabilitatea ca la o extragere s apara o bild neagra, daca probabilitatea ca sa apara o bila alba

este L si cate bile negre sunt in urna.

Se arunca un zar de 20 si se inregistreaza rezultatele in perechi de numere (numarul, numarul de
aparitii): (1, 6), (2,4), (3, 3), (4, 2), (5, 2), (6, 3). Construiti un grafic cu bare pentru rezultatele inre-
gistrate.
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Evaluare

|
Untr-o urna sunt jetoane numerotate 1, 2, 3. Enu-
merati evenimentele la extragerea unui jeton.
Untr-o urna se afla o bila alba si doua bile
negre. Aflati numarul cazurilor: a) egal posi-
bile; b) favorabile extragerii unei bile negre.
Un primar a initiat un sondaj de opinie pri-
vind activitatea primadriei la care au participat
1000 de persoane. Identificati:
a) populatia statistica;
b) volumul populatiei statistice.
Untr-o urnd sunt 3 bile albe si 7 bile rosii.
Aflati probabilitatea de a extrage o bila:
a) alba; b) rosie.
Untr-o urna se afla o bila alba si una rosie.
Din 150 de extrageri de 78 de ori a aparut
bila alba. Aflati frecventa relativa de extrage-
re a bilei rosii.
Untr-o urna sunt 4 bile albe, 9 bile negre si 6
bile rosii. Aflati probabilitatile de extragere a
unei bile de fiecare culoare.
La o proba de evaluare elevii au obtinut rezul-
tatele: (4, 2), (5, 4), (6, 7),(7,6),(8,7), (9, 4),
(10, 2). Construiti graficul cu bare.
Untr-o urna sunt bile numerotate cu toate nu-
merele naturale Incepand cu 30 si terminand cu
170. Aflati probabilitatea ca extragund o bila,
aceasta s fie numerotata cu un numar prim.
Untr-o urna sunt bile numerotate cu toate nu-
merele naturale incepand cu 50 si terminand
cu 150. Aflati probabilitatea ca extragand o
bila, aceasta sa fie numerotata cu un numar al
carui patrat este suma patratelor a doud nu-
mere naturale.

I

[} 1. intr-o urnd sunt jetoane marcate A, B, C. Enu-

merati evenimentele la extragerea unui jeton.
Intr-o urna se afla doui bile albe si o bild gal-
bena. Aflati numarul cazurilor: a) egal posibile;
b) favorabile extragerii unei bile galbene.

Un primar a inifiat un sondaj de opinie pri-
vind activitatea primariei la care au participat
2000 de persoane. Identificati:

a) populatia statistica;

b) volumul populatiei statistice.

Intr-o urnd sunt 2 bile albe si 8 bile rosii.
Aflati probabilitatea de a extrage o bila:

a) alba; b) rosie.

Intr-o urna se afld o bila alba si una rosie. Din
150 de extrageri de 72 de ori a aparut bila
alba. Aflati frecventa relativa de extragere a
bilei rosii.

Intr-o urna sunt 3 bile albe, 6 bile negre si 8
bile rosii. Aflati probabilitatile de extragere a
unei bile de fiecare culoare.

La o proba de evaluare elevii au obtinut re-
zultatele: (4, 5), (5, 3), (6, 5), (7, 8), (8, 6),
(9, 3), (10, 3). Construiti graficul cu bare.
Intr-o urna sunt bile numerotate cu toate nume-
rele naturale incepand cu 60 si terminand cu
200. Aflati probabilitatea ca extragand o bila,
aceasta sd fie numerotata cu un numar prim.
Intr-o urna sunt bile numerotate cu toate nu-
merele naturale incepand cu 30 si terminand
cu 130. Aflati probabilitatea ca extragand o
bila, aceasta sa fie numerotata cu un numar al
carui patrat este suma patratelor a doud nu-
mere naturale.

Din istoria matematicii

A ramas cunoscut: in matematica, fizica, informatica si filosofie.
In matematica: teorema lui Pascal (intersectiile laturilor opuse ale unui hexa-
gon inscriptibil sunt concurente); triunghiul lui Pascal (combinatoricd); cercetari

legate de probabilitate.

In fizica: legea lui Pascal; pascalul este unitate de masura pentru presiune (N/m>).
In informatica: primul calculator mecanic. In memoria lui un limbaj de pro-

gramare se numeste Pascal.

Blaise Pascal a fost al treilea copil si singurul fiu al lui Etienne Pascal, un avo- (1623-1662)
cat preocupat de matematica. La 3 ani a rdmas fara mama. De educatia copiilor s-a ocupat tatal lor.

Nu a urmat nicio scoala si nicio universitate. Cu toate acestea despre el se spune ca a fost un ma-
tematician, un fizician si un filosof. Si a trait numai 39 de ani!

Blaise Pascal
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Elemente de calcul financiar

H Exercitii rezolvate

La o banci se deschid depozite cu dobanda anuala de 12%. In fiecare luna dobanda se descarca la un
cont de card. Un client a deschis la aceasta banca un depozit cu 100 000 lei. Aflati ce suma de bani
primeste in fiecare luna clientul pe card.

Rezolvare. 12 : 12 = 1. Deoarece dobanda anual este de 12%, dobanda pe luni este de 1%. In fiecare
luna clientul primeste 1% din 100 000 lei. 0,01 - 100 000 = 1 000. Raspuns: 1 000 lei.

La o banca se deschid depozite cu dobanda anualad de 12% cu capitalizare (dobanda compusa). Un
client a deschis la aceasta banca un depozit cu 100 000 lei. Aflati ce suma de bani se afld in depozitul
clientului: a) dupa o luna; b) dupa 2 luni.

Rezolvare. 12 : 12 = 1. Deoarece dobanda anuala este de 12%, dobanda pe luna este de 1%.

a) 0,01 - 100 000 =1 000; 1 000 + 100 000 = 101 000. Dupa o lund in depozitul clientului se afla
101 000 lei. Raspuns: 101 000 lei. b) 0,01 - 101 000 =1 010; 1 010 + 101 000 = 102 010. Dupa
2 luni in depozitul clientului se afld 102 010 lei. Raspuns: 102 010 lei.

La o banca se dau credite cu dobanda anuala de 24%. Un client ia de la aceasta banca un credit de
100 000 lei pentru un an. Aflati cat plateste clientul bancii, la expirarea contractului.

Rezolvare. 0,24 - 100 000 =24 000; 100 000 + 24 000 = 124 000. Dupa 1 an clientul trebuie sa pla-
teasca datoria de 100 000 lei si dobanda de 24 000 lei. Raspuns: 124 000 lei.

Bancile ofera multe servicii clientilor. Ne ocupam aici numai de doud astfel de servicii: depozitele
si creditele. Depozitele permite unei banci sd acumuleze sume mari de bani. Acesti bani banca fi
foloseste, printre altele, la oferirea de credite. Din creditarea clientilor (cetateni sau firme) banca
inmulteste banii pe care i-a acumulat din depozite.

Clientii deschid depozite la banca pentru a obtine un profit. Dobdnda de p% pentru un depozit, ma-
soard in procente sau in bani, cat primeste clientul, in plus, pentru suma de bani pe care a lasat-o la
banca, dupa expirarea contractului.

Dobénda simpld fixd de p% (pe an) din suma de bani s. La Incheierea contractului clientul primeste
suma de bani (in valuta precizata in contract) s, = s(100 + p)%. De obicei, profitul se plateste la card,
esalonat, in fiecare luna.

Dobanda simpla compusi fixa de p% (pe an). Fie ¢ = p : 12 si s suma de bani depusa de un client.
Dupad prima lund suma de bani din contul clientului devine s, = s(100 + ¢)%. Dupd luna a doua suma
de bani din contul clientului devine s, = s,(100 + )% = s((100 + q)%)z. Dupa luna a n-a suma de

bani din contul clientului devine s, = s((100 + ¢)%)" .
Bancile ofera si alte tipuri de dobanzi.
H Exercitii rezolvate

Un client a cumparat produse alimentare dintr-un magazin si a platit 318 lei. Pe bonul de casa scria
318 lei inclusiv TVA 20%. Cati lei constituie TVA?

318 _ %. x=318-20: 120 = 53. Raispuns: 53 lei.

Un frigider costd 8 520 lei fara TVA si TVA-ul constituie 15% din cost. Cat plateste o firma care
cumpara 3 astfel de frigidere?

Rezolvare. 0,15 - 8§ 520 =1278; 8 520+ 1278 =9 798; 3 - 9 798 = 29 394. TVA-ul pentru un frigider
este 1 278 lei, pretul unui frigider este 9 798 lei si costul a 3 astfel de frigidere este 29 394 lei.

TVA vine de la Taxa pe Valoare Adaugata si este, de fapt, un impozit pe consum, suportat de catre
consumatorul final al unui bun sau serviciu. TVA se exprima in procente din suma care trebuie achitata
de consumator. Produsele se impart in categoriile A si B. Pentru cele de categoria A TVA constituie
20% din costul produselor, iar pentru produsele de categoria B TVA constituie 8%.

Bugetul consta in evidenta veniturilor si repartizarea lor pe categorii de cheltuieli dintr-o anumita
perioada ale unui stat, organizatii, familii.

Rezolvare. Se rezolva proportia
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B Exercitii

O bamca ofera clientilor depozite cu dobanda (simpla) fixa de 9%. Un client deschide un astfel de
depozit. Cat primeste clientul dupa inchiderea depozitului, daca:

a) el depune la banca 60 000 lei pe un termen de 1 an;

b) el depune la banca 75 000 lei pe un termen de 2 ani;

c) el depune la banca 48 000 lei pe un termen de 3 ani;

d) el depune la banca 54 000 lei pe un termen de 4 ani.

O bamca ofera clientilor depozite cu dobanda (simpla) fixa de p%. Un client deschide un astfel de
depozit. Aflati p, dacé el a depus la banca:

a) 50 000 lei pe un termen de 1 an si a primit dupa inchiderea depozitului 54 000 lei;

b) 72 000 lei pe un termen de 2 ani si a primit dupa inchiderea depozitului 86 400 lei;

c) 82 000 lei pe un termen de 3 ani si a primit dupa Inchiderea depozitului 107 880 lei;

d) 45 000 lei pe un termen de 4 ani si a primit dupa inchiderea depozitului 54 000 lei.

O bamca ofera clientilor credite cu dobanda fixa de 18%. Un client ia un credit de la aceasta banca.
Cat plateste clientul bancii la expirarea termenului, daca:

a) el imprumuta de la banca 64 000 lei pe un termen de 1 an;

b) el imprumuta de la banca 78 000 lei pe un termen de 2 ani;

¢) el imprumuta de la banca 85 000 lei pe un termen de 3 ani;

d) el imprumuta de la banca 96 000 lei pe un termen de 4 ani.

O bamca ofera clientilor credite cu dobanda fixa de p%. Un client ia un credit de la aceastd banca.
Aflati dobanda in procente, p, daca:

a) el imprumuta de la banca 75 000 lei si va plati bancii peste un an 90 000 lei;

b) el imprumuta de la banca 110 000 lei si va plati bancii peste 2 ani 145 200 lei;

¢) el imprumuta de la banca 125 000 lei si va plati bancii peste 3 ani 181 250 lei;

d) el imprumuta de la banca 160 000 lei si va plati bancii peste 4 ani 236 800 lei;

TVA-ul pentru aparatele electrice este de 18% din costul aparatelor cumparate. Aflati cat constituie
TVA-ul la cumpararea:

a) unui televizor pentru care se plateste 14 560 lei;

b) unui laptop si un frigider pentru care se plateste in total 25 340 lei;

¢) unei masini automate de spalat si un frigider pentru care se plateste in total 28 480 lei;

d) a doua laptopuri pentru se plateste in total 31 240 lei.

TVA-ul pentru cumparaturile dintr-un magazin este de p% din costul cumparaturii. Aflati p, daca:
a) pentru o cumparatura s-a achitat 4 210 lei din care TVA-ul constituie 735 lei;

b) pentru o cumparatura s-a achitat 2 751,84 lei din care TVA-ul constituie 203,84 lei;

¢) pentru o cumparatura s-a achitat 5 943 lei din care TVA-ul constituie 990,5 lei;

d) pentru o cumparatura s-a achitat 8 127 lei din care TVA-ul constituie 602 lei.

La o banca se deschid depozite cu dobanda anuala de 9% cu capitalizare (dobanda compusd). Un
client a deschis la aceastd banca un depozit cu 84 000 lei. Aflati ce suma de bani se afla in depozitul
clientului: a) dupa o luna; b) dupa 2 luni.

La o banca se deschid depozite cu dobanda anuala de 6% cu capitalizare (dobanda compusd). Un
client a deschis la aceasta banca un depozit cu 120 000 lei. Aflati ce suma de bani se afld in depozitul
clientului: a) dupa o luna; b) dupa 2 luni.

Un student a cumparat un laptop cu pretul de 16 800 lei. Pentru aceasta a incheiat cu magazinul un
contract de creditare si a platit 1 652 lei in fiecare luna, timp de 12 luni. Aflati cu ce dobanda a luat
studentul creditul.
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Modulul

6 ‘ Recapitulare si completari

1. Cercul. Discul. Elemente

o Cercul de centru O si raza R este multimea tuturor punc- Ex;(f(»)(%;n Ex;(mg%)m
telor planului aflate la distanta R de centrul O.
Notatie: @{O, R) este cercul de centru O si raza R. 5
» Elementele unui cerc sunt: centrul, raza. O/
« Interiorul €O, R) este: 0. R)
Int GO, R) = {M € planului | OM < R}.
« Exteriorul O, R) este: Fxeeo.n Freon
Ext €O, R) = {M € planului | OM > R}.
« Doua cercuri care au razele egale sunt, prin definitie, congruente.
* Discul (circular) de centru O si raza R este:
(O, R) = {M apartine planului | OM < R}.
« Coardd a unui cerc este un segment determinat de doud punc-
te ale cercului. Unghiul O
o Diametru al unui cerc este o coarda care contine centrul cer-
cului. Diametrele cercului de raza R au lungimea 2R. gifgfeetr ol
« Capetele unui diametru sunt, prin definitie, puncte diametral  opuse
opuse. Semicerc
o Arc mic al unui cerc este intersectia cercului cu interiorul
unui unghi cu varful in centrul cercului.
» Arc mare al unui cerc este intersectia cercului cu exteriorul unui unghi cu varful in centrul cercului.
« Un arc al unui cerc cu capetele puncte diametral opuse este, prin definitie, un semicerc.

Ext (0, R)
A ‘0)» xq
Ext (0, R)
A ‘0)» X3

Pozitiile relative a doua cercuri

« Doud cercuri sunt exterioare, daca ele nu au puncte comune i interi-
oarele lor nu au puncte comune.

Teorema cercurilor exterioare. Cercurile (0O, R) si @O, R') sunt —
exterioare daca si numai daca distanta dintre centrele cercurilor este mai
mare decat suma razelor cercurilor, adica OO'> R + R'.

« Doua cercuri sunt tangente exterioare, daca ele au un singur punct comun si interioarele lor
nu au puncte comune.

Teorema cercurilor tangente exterioare. Cercurile €O, R) si (O, R")
sunt tangente exterioare daca i numai daca distanta dintre centrele cercuri-
lor este egala cu suma razelor cercurilor, adica OO'=R + R'.

« Doua cercuri sunt secante, daca ele au doua
puncte comune.

Teorema cercurilor secante. Cercurile €O, R) si € O’, R') sunt secante
daca si numai daca distanta dintre centrele cercurilor este mai mica decdt
suma razelor cercurilor, adica OO'<R+ R'.

<]1>
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« Doud cercuri sunt tangente interioare, daca ele au un singur punct comun si
interioarele lor au puncte comune.

Teorema cercurilor tangente interioare. Cercurile @O, R) si @ O', R") sunt tan-
gente interioare daca §i numai daca distanta dintre centrele cercurilor este egald cu
diferenta razelor cercurilor, adica OO'=R—R'.

« Doud cercuri sunt interioare, daca ele nu au puncte si interioarele lor au puncte
comune.

Teorema cercurilor interioare. Cercurile GO, R) si @ O’, R") sunt interioare
daca si numai daca distanta dintre centrele cercurilor este mai mica decat diferenta

razelor cercurilor, adica OO'<R —R'.
» Doua cercuri sunt concentrice, daca ele au acelasi centru.
Teorema cercurilor concentrice. Cercurile €O, R) si € O’, R') sunt concentrice o R

daca si numai daca distanta dintre centrele cercurilor este egald cu zero. 00'= 0. O R'
B Exercitii

1. Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Cercul de centru O si raza R este ... b) Cercul de centru O si raza R se noteaza ...
¢) Interiorul cercului de centru O siraza R ... d) Exteriorul cercului de centru O siraza R ...
2. Construiti cu ajutorul compasului:
a) un cerc de centru O si raza 34 mm; b) un cerc de centru O si raza 28 mm;
¢) un cerc de centru O si raza 43 mm; d) un cerc de centru O si raza 48 mm.
3. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Coarda a unui cerc este ...; b) Diametru al unui cerc este ... ¢) Puncte diametral opuse ...
d) Arc mic al unui cerc ... ¢) Arc mare al unui cerc ... f) Semicerc este ...

4. Recunoasteti:

a) Arcul mic si arcul mare DC;  b) Arcul mic si arcul mare EF;  c) Arcul mic si arcul mare MN.

M
D
E
F
N
C

5. Reprezentati doua cercuri:

a) tangente exterioare; b) exterioare; c) tangente interioare; d) secante.

6. Fie cercurile B O, R) si €O, R"). Completati in fiecare situatie relatiile dintre R, R’ i 0O":

7. TFie cercurile G(O; 6,7 cm) si @ O; 3,5 cm). Precizati proprietatea distantei dintre centrele cercurilor, daca:

a) cercurile sunt tangente exterioare; b) cercurile sunt exterioare;

¢) cercurile sunt secante; d) cercurile sunt tangente interioare.

8. Aflati distanta dintre centrele cercurilor:

a) tangente exterioare @ O; 16,4 cm) si € O; 39,2 cm);  b) tangente exterioare G O; 17,3 cm) si
@ O; 74,2 cm);  c¢) tangente exterioare G O; 73,8 cm) si B O; 59,6 cm);  d) tangente exterioare

@(0; 59,5 cm) si €O; 94,7 cm).
9. Aflati distanta dintre centrele cercurilor: a) tangente interioare € O; 94,5 cm) si ‘€ O; 125 mm);
b) tangente interioare € O; 78,4 cm) si GO, 164 mm);
¢) tangente interioare €O, 85,7 cm) si (O, 133 mm);
d) tangente interioare €(0; 99,6 cm) si GO, 241 cm).



2. Unghiuri

« Arcul 4B (notat 4B sau —AB) este arc mic. Arcul ACB este arc mare. B

Arcul corespunde unghiului 40B. 4

Un unghi cu varful in centrul unui cerc se numeste unghi la centru.

Unghiul AOB este unghi la centru. Arcul AB este subintins de unghiul AOB. Ma-
sura arcului 4B este m(~—A4B) = m(£LAOB), masura arcului ACB = 360° — m(£LAOB).

Unghi inscris

Unghiul determinat de coardele MA si MB este unghi inscris in cerc.

Unghiul format de doua coarde cu o extremitate comuna se numeste unghi in-

scris in cerc. B
Arcul AB este subintins de unghiul inscris AMB si acesta este inscris in arcul AMB. \ /

Teorema unghiului inscris. Mdasura unui unghi inscris intr-un cerc este egald cu

Jumatate din masura arcului subintins de el. m(LAMB) =
B C E_ ¢
A‘ AQ‘ B w}'
M M M
Demonstratie (facultativ). Fie cazul: [MB] — diametru al cercului. Toate situatiile sunt ilustrate mai sus.
Triunghiul isoscel AOM are unghiurile aldturate bazei de masura x. Unghiul exterior AOB are masu-
ra 2x = m(—AB). Rezultd cd masura unghiului inscris AMB este egala cu jumatate din masura arcului

mic AB=0,5 - m(—A4B).
Analizand celelalte doua cazuri, se ajunge la aceeasi concluzie: masura unghiului inscris AMB este

m(—AB)
S

egald cu jumatate din mdasura arcului mic AB = 0,5 - m(—A4B).
Corolar. 1) Un semicerc are 180°.
2) Daca un arc mic are n°, atunci arcul mare corespunzator lui are m° = 360° — n°.
3) Un unghi este drept dacd si numai daca este inscris intr-un semicerc.
4) Un triunghi este dreptunghic daca §i numai daca este inscris intr-un semicerc.

Unghi cu varful in interiorul unui cerc (Facultativ)
Unghiurile formate de coardele AB si CD concurente in M (diferit de centrul cer-

cului) sunt, prin definitie, unghiuri cu varful in interiorul cercului. c
Teorema unghiului cu varful in interiorul cercului. Masura unui unghi cu ‘

varful in intewriorul unui cerc este egald cu semisuma (jumdtate din suma) masu-

rilor arcelor cuprinse intre laturile a doud unghiuri opuse la varf. B
m(LAMC) = m(£BMD) = 2(=A4C) ; m(—BD). ., AMD) = m(2BMC) = 2(=AD) ; m(—B8C)

Unghi cu varful in exteriorul unui cerc (Facultativ)

Unghiurile formate de coardele AB si CD concurente in M (diferit de centrul cer- v
cului) sunt, prin definitie, unghiuri cu varful in interiorul cercului. C <

Teorema unghiului cu varful in exteriorul cercului. Mdasura unui unghi inscris / D
Intr-un cerc este egald cu semidiferenta (jumatate din diferenta) mdasurilor arcelor cu- 4
prinse intre laturile sale.

m(LAMB) = (=AB) ; m(—CD) /
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

B Exercitii £
Fie situatia ilustratd in desen. Copiati si completati propozitiile adevarate: A@

a) Unghiul AOB este ... b) Arcul subintins de unghiul 4OB este ...

¢) Masura arcului 4B este ... d) Masura arcului ACB este ... ¢ D 2 3 v
Recunoasteti unghiurile la centru ilustrate in desen. E \v
Construiti cu compasul si rigla unghiul la centru AOB de masura: ‘ \
a) 60°; b)30° ¢)15% d)45° e)75° f)105° g)120° h)165°. M
Aflati masura arcului mic ce se obtine marcand cu ajutorul compasului: F P

a) o coarda de lungime egala cu raza; b) de doua ori o coarda de lungime egala cu raza;

c) de trei ori o coarda de lungime egala curaza; d) de patru ori o coarda de lungime egala cu raza.
Fie situatia ilustrata in desen. Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Unghiul ACB este ...  b) Arcul subintins de unghiul ACB este ... 4

¢) Unghiul inscris intr-un semicerc este ... \
Recunoasteti unghiurile inscrise ilustrate in desen.

Construiti cu compasul si rigla unghiul inscris AMB de masura: D '

a) 60°; b)30° ¢)15°% d)45°% e)75° f£)105° g)120° h)165°. 5

Cu ajutorul riglei si compasului construiti un arc de masura: \
a) 60°; b)30° ¢)15°% d)45° e)75° f£)105° g)120° h)165°. F
Aflati masura arcului mare ce se obtine marcand cu ajutorul compasului:

a) o coarda de lungime egala cu raza; b) de doua ori o coarda de lungime egala cu raza;
c) de trei ori o coarda de lungime egala cu raza.

Fie triunghiul ABC inscris in cercul de razd R. Aflati masurile arcelor subintinse de unghiurile tri-
unghiului, daca: a) m(£4) = 67°, m(£B) = 98°; b) m(£A4) = 56°, m(£C) = 101°; B
¢) m(4B) = 63°, m(£C)=90°; d) m(£4) = 36°, m(LC) =75°. A

Fie triunghiul ABC inscris in cercul de raza R. Aflati masurile unghiurilor triunghiului,

daca masurile arcelor subintinse sunt: C
a) m(—BC) =74°, m(—AC) = 184°; b) m(—BC) = 112°, m(~AC) = 126°,
¢) m(—BC) =166°, m(—AC) = 188°; d) m(—BC)=138°, m(~AC) = 108°.
Fie 4, B, C, D puncte ale unui cerc (conciclice) in aceasta ordine, astfel incat AC si BD sunt perpen-

diculare. Aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC, daca:

a) m(ZADB) = 35°, m(ZACD) = 48°; b) m(£BDC) =26°, m(LCAD) = 54°;
¢) m(ZADB) = 21°, m(£ACD) = 66°; d) m(£ZBDC) = 43°, m(£CAD) = 39°.
Fie 4, B, C, D puncte ale unui cerc (conciclice) in aceasta ordine, astfel incat [AC este bisectoarea

unghiului BAD. Aflati masurile unghiurilor triunghiului BCD, daca:

a) m(/ZBAD) = 86°; b) m(£BAD) = 86°; ¢) m(£/BAD) = 124°; d) m(£BAD) = 142°.
Cercurile cu centrele O, si O, se intersecteaza in punctele 4 si B.

a) Aflati perimetrul patrulaterului 40 ,BO, daca razele cercurilor sunt de 5 ¢cm si de 12 cm.

b) Aflati AB daca in plus O,0, = 13 cm.

¢) Demonstrati ca patrulaterul 40 BO, este ortodiagonal (are diagonalele perpendiculare).

Fie 4, B, C, D puncte ale unui cerc (conciclice) in aceasta ordine, astfel incat [AC este bisectoarea
unghiului BAD. Aflati masurile unghiurilor triunghiului BCD, daca:

a) m(/BAD) = 86°; b) m(£BAD) = 86°; ¢) m(£/BAD) = 124° d) m(£BAD) = 142°.
Cercurile cu centrele O, si O, se intersecteaza in punctele 4 si B.

a) Aflati perimetrul patrulaterului 40 ,BO, daca razele cercurilor sunt de 5 cm si de 12 cm.

b) Aflati AB daca in plus O,0, = 13 cm.

¢) Demonstrati ca patrulaterul 40 BO, este ortodiagonal (are diagonalele perpendiculare).
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3. Pozitiile unei drepte fata de un cerc

« Distanta de la un punct la o dreapta este distanta dintre punct si proiectia lui pe dreapta.
« O dreapta este exterioard unui cerc, daca dreapta si cercul nu au puncte comune.
Teorema dreptei exterioare cercului. Dreapta e este exterioard € O, R) daca

si numai daca distanta de la O la e este mai mare decat R, adica d(O, e) > R. € §
« O dreapta este tangenta cercului, daca dreapta si cercul au un punct comun. 0_R ;::
dreaptd Teorema dreptei tangente cercului. Dreapta t este tangen- d(O,e) |&
angein L 4 @O, R) daca si numai daca distanta de la O la t este egala cu §
R, adica d(O, ) =R. Raza in punctul de tangenta este perpendic-
ulara pe tangenta.
« O dreapta este secantd cercului, daca dreapta si cercul au
doud puncte comune. 0
Teorema dreptei secante cercului. Dreapta s este secanta d(o. S)m
@O, R) daca si numai daca distanta de la O la s este mai mica decdt R, adica e MR/ -
d(O, s) <R. secantd

Tangentele dintr-un punct exterior

Teorema tangentelor dintr-un punct exterior la un cerc (a ciocu-
lui de pasare). Tangentele din punctul A la cercul de centru O sunt con-
gruente §i [AO este bisectoarea unghiului format de ele.

Demonstratie. Conform IC, ABOA = ACOA. Rezulta ca [4B] = [AC]
si LZBAO = £LCAO.

Constructia tangentelor dintr-un punct exterior

In desen este ilustrati construirea cu ajutorul riglei si compasului a
tangentelor din 4 la cercul de centru O. 1) Se construieste segmentul OA. 2) Se construieste cercul de
diametru OA. 3) Cercurile sunt secante in B si C. 4) Se construiesc razele OB si OC. 5) Se construiesc
tangentele 4B si AC. Triunghiurile OAB si OAC sunt dreptunghice congruente.

Patrulater circumscris

Un patrulater circumscris unui cerc are laturile tangente cercului.

In desen patrulaterul ABCD are laturile tangente cercului. Aplicind teorema
tangentelor, se obtine: AQ =AM =x; MB=BN=y; NC=CP =z, DP=DQ=t. (*).

Conform (%), AD + BC=x+y+z+tsiAB+DC=x+y+z+1t deunde M P
AD + BC=AB + DC.

Un patrulater este circumscriptibil, daca se poate construi un cerc tangent latu-
rilor patrulaterului. El are proprietatile patrulaterului circumscris.

Proprietitile patrulaterului circumscris. 1) Sumele lungimilor laturilor opuse sunt egale.

2) Bisectoarele patrulaterului se intersecteaza in centrul cercului inscris.

Tangentele comune

Constructia tangentelor exterioare comune cercurilor §O,, r)) si ®O,, r,) cu compasul si rigla. 1) Se
construieste cercul @(O,, ), r = r, — r,. 2) Se construieste cercul GO, 0,0,). 3) Se ngteagé_pu EsiF
cercurile construite la pasii 1) si 2). 4) Se noteaza cu A4 si B intersectiile O, -
r) cu EO, si FO,. 5) Se construiesc segmentele congruente EO, si FO,. 5)

Din 4 si din B se marcheaza cu compasul cu deschiderea EO,, punctele B si
D pe B O,, r,), astfel incét sa se formeze dreptunghiurile 4EO,B si CFO,D. -
Dreptele 4B, CD si O, O, sunt concurente. C

B
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10.

11.

12.

B Exercitii
Reproduceti desenul si completati-1, construind cu compasul B
si rigla tangentele la cerc din fiecare dintre punctele: 4, B, C. [
Formulati teorema tangentelor.

Cercul de centru / este inscris in triunghiul ABC. Enumerati
segmentele congruente.

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Un patrulater circumscris unui cerc ...

b) Un patrulater este circumscriptibil, ...

Formulati:

a) Proprietatile patrulaterului circumscris.

b) Proprietatile patrulaterului circumscriptibil.

B

Fie patrulaterul ABCD circumscris unui cerc. Completati:

a) Daca AB + CD =25 cm, atunci AD + BC=... b)Dacd AB+ CD =37 cm, atunci AD + BC = ...
Fie patrulaterul circumscriptibil ABCD. Completati:
a) Daca AB + CD =51 cm, atunci AD + BC=... b)Dacda AB + CD =49 cm, atunci AD + BC = ...
Enumerati proprietatile trapezului circumscris:
a)ABCD; p P _ o~ b) EFGH;, py  C_ o c) KLMN. N_C M
R\
0 N D B D B
4 L A B L F 01
M A

Aratati ca: K .
a) ABCD trapez cir- D e .\ b) EFGH trapez cir- H, G 4
cumscris implica cumscris implica
m(£BOC) = 90°; m(LFIG) =90°.
Fie @O, r) si punctul 4 exterior cercului. Calculati lungimile tangentelor AB si AC din punctul 4 la

@O, r). Completati casetele libere din:

B
OA (cm) 25 37 65
OB(cm)| 12 | 8 9 12 | 13 21
OC (cm) 7 11 16 0 4
AB (cm) 15 60 20
AC (cm)| 5 40 84 o

Fie €O,, r)) si ®O,, r,), AB si CD sunt tangentele exterioare comune alecercurilor. Completati
casetele libere din tabelul:

rem) | 5 | 7 | 3] 4] 8] 23 [5]7 7

7, (cm) 62 40 | 41 21 B
AB (cm) 80 56 21 @
0.0, (cm)| 97 89 53 | 29 85 D
CD(cm) | 72 | 73 77 45 63 | 84 &

Fie cercurile tangente exterioare @O,, r,) si €(O,, r,) in punctul M si tangenta comund 4B.
a) Aflati AB, dacd r, =45 cmsir, = 20 cm.
b) Aflati masura unghiului AMB.



4. Arce si coarde

« Fie @O, r), coarda 4B si diametrul DE este perpendicular pe AB in C.

Se compara: segmentele AC si BC; arcele AD si BD; arcele AE si BE.

Teorema diametrului perpendicular pe o coarda. Un diametru este per-
pendicular daca si numai daca contine mijlocul coardei.

Demonstratia se bazeaza pe proprietatea medianei triunghiului isoscel.

Corolar. Diametrul perpendicular pe o coarda contine mijlocul coardei §i
mijloacele arcelor determinate de aceastd coarda.

[4C]=[B(C], ~AC=—BC,~AE=<BE.

« In desen [4B] = [CD]. Prin misurare se constati ci ele se afli la distante
egale departate de centru, [OF] = [OF].

Teorema coardelor egal departate de centrul cercului. Doua coarde
ale unui cerc sunt congruente daca si numai daca sunt egal departate de centrul
cercului.

Demonstratie. Conform IC rezultd ca AEOA = AFOC, de unde [OE] = [OF].

Reciproc, [OE] = [OF] implica (conform IC) AEOA = AFOC, de unde [AE] = [CF].

« Fie GO, r) si punctele cercului 4, B, C, D astfel incat AB || CD. Comparati lungimile coardelor
BCsi AD.

Teorema coardelor paralele. Daca coardele unui cerc AB $i CD sunt para-
lele, atunci BC = AD.

Demonstratie. Fie diametrul EF perpendicular pe AB, (1). Se aplica teoremele:
a dreaptei perpendiculare pe una dintre doua drepte paralele, (2); a diametrului per-
pendicular pe o coarda, (3); a arcelor congruente si a coardelor corespunzatoare, (4).
Aplicand, perand, (2) si (3) implica: —AE=—BE si—EC=—FED, (5). Conform (4).
(5) implica: [BC] = [OF].

Patrulatere inscrise. Patrulatere inscriptibile

Un patrulater cu varfurile conciclice se numeste patrulater inscris.

Un patrulater este inscriptibil, daca se poate construi un cerc care congine varfurile patrulaterului.

Teorema patrulaterului inscris. 1) Unghiurile opuse ale unui patrulater inscris sunt suplementare.
2) Unghiurile formate de diagonale cu laturile opuse sunt congruente.

Teorema patrulaterului circumscris. Un patrulater este inscriptibil daca si numai daca are pro-

prietdtile patrulaterului inscris.
Corolar. Un trapez isoscel este inscriptibil
Poligoane regulate
Un poligon regulat are laturile congruente si unghiurile congruente.
Un poligon regulat este inscriptibil si circumscriptibil. Raza cercului inscris intr-un poligon regulat

este apotema poligonului regulat. Notafii: / (lungimea laturii), a (apotema).
Triunghiul echilateral. 1) Fie R raza cercului circumscris. Lungimile laturilor triunghiului echila-

teral sunt I, = RV3.2) Apotema triunghiului echilateral este a, = 0,5R.

Patratul. 1) Lungimile laturilor patratului inscris in cercul de raza R sunt
l,= R\2. 2) Apotema patratului este a, = 0,5R2.

Hexagonul regulat. 1) Lungimile laturilor hexagonului regulat sunt egale cu
raza cercului circumscris hexagonului (I, = R). 2) Apotema hexagonului regulat

R\3
=

este egala cu inalfimea triunghiului echilateral cu laturile de lungime R, a, =
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

B Exercitii
Scrieti teorema diametrului perpendicular pe o dreapta.

Fie @I, r), coarda MN si diametrul 4B este perpendicular pe MN in P. y {@ B

M

r (cm) 17 | 25 37
MI(cm) | 13 65 N
NI (cm) 41 61 29
IP (cm) 8 60 12 84 16
MN (cm)| 10 14 | 40 26 40

Scrieti teorema coardei egal departate de centrul cercului.
Scrieti teorema coardelor cuprinse intre coud coarde paralele.
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) ... se numeste patrulater inscris; b) Un patrulater este inscriptibil ...
Formulati in scris:
a) Proprietatile patrulaterului inscris; b) Proprietatile patrulaterului inscriptibil.
Patrulaterul ABCD este Inscris sau inscriptibil. Copiati si completati tabelul:
m(ZA) 132° 111° | 97° 4
m(4B)| 78° 77° 59° 132° D
m(£LC)| 92° 78° 81° 64° 43° B
m(£D) 103° | 87° 95° 45°
Patrulaterul ABCD este inscris sau inscriptibil. Copiati si completati tabelul: ‘
m(£BAC) |m(£LDBC)|m(LACB)| m(LA) | m(£B) | m(LC)|m(LD)
37° | 42° 63° 4
26° 49° 71°
35° 23° 82° B D
52° 85° 44°
Construiti Intr-un cerc cu raza de 5 cm, un trapez isoscel cu bazele de: %

a)8cmsiScm; b)7cmsi3cm; ¢)2,5cmsi9cm.

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Un poligon regulat are ...  b) Un poligon regulat este ...

¢) Raza cercului inscris Intr-un poligon regulat este ...

Aflati lungimea laturii triunghiului echilateral (/,) si apotema lui (a,), daca raza cercului circum-
scrisluieste: a) R=8cm; b)R=12cm; c)R=18cm.

Aflati lungimea laturii patratului (/,) si apotema lui (a,), dacd raza cercului circumscris patratului
este: a)R=5cm; Db)R=1lcm; c)R=17cm; d)R=15m.

Aflai lungimea laturii hexagonului regulat (/) si apotema lui (a,), daca raza cercului circumscris
luieste: a)R=13cm; b)R=24cm; c)R=26cm; d)R=17m.

Construiti cu rigla si compasul un hexagon regulat Tnscris intr-un cerc cu:

a)R=2cm; b)R=4cm; c)R=35mm; d)R=12m.

Construiti cu rigla si compasul un triunghi echilateral inscris intr-un cerc cu:

a)R=25mm; b)R=15mm; c)R=2cm.

Construiti cu rigla si compasul un patrat inscris Intr-un cerc cu:

a)R=35mm; b)R=15mm; c)R=2cm.

Demonstrati ca:

a) un trapez isoscel este inscriptibil;  b) un trapez este inscriptibil daca este isoscel;

¢) un poligon circumscriptibil are bisectoarele concurente si reciproc.
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Sinteza

1. Construiti numai cu rigla negradata centrul cercului desenat cu ajutorul:

a) unui Compact Disc; b) unui borcan rotund; ¢) unui capac rotund.
2. Enumerati arcele mici si arcele mari definite de triun- A D G
ghiul inscris: 5 Ji
B
3. Reproduceti desenul si C £ ¥

construiti numai cu aju-
torul riglei tangentele la
cerc in punctele 4, B, C.

a) ABC; b) DEF; c) GHI.

4. Coarda ABesteladistantad [ Rem) | 8 [ 10 | 12 ] 14 | 26
de centrul (O, R). Copiatisi | d(cm) 5 13
completati tabelul: [(cm) | 4 7

AB (cm) 12

5. In desen sunt reprezentate tangentele din 4 la €O, R).
Copiati si completati tabelul:

04 (cm) 60 | 25 32 66

OB (cm)| 15 | 8 21 16 | 27

OC (cm) 7 13 33 | 54
AB (cm) 30 24 54
AC (cm)| 30 24 27

6. Triunghiul ABC este inscris m(LAOB) m(LBOC) m(LAOQ m(LA) m(LC) m(LB) rn(LA) C

in cercul de centru O. Copi- 78° 132° ( ‘

ati si completati tabelul: 146° 55° Z —)B
f1s pletat e e A
112° 71°
7. Triunghiul ABC este inscris —~ — —~ C
in cercul de centru O. Copi- rri((f;?) m(45C) ml(gf) m(£4) | m(£B) | m(£C) (A\
ati si completati tabelul: 216° 65° ) 5 B
41° 73°
98° 55°
N A
8. In desen H este ortocentrul triun- 10. Cercurile R+ TrR_vTR+,14B
ghiului ABC. Aratati ca patrulaterul: £ din desen s |3
a) AEHF este inscriptibil; sunt tangente
b) BDHF este inscriptibil; exterioare, [
¢) DCEH este inscriptibil. B = C 00,BC este 4 17
paralelogram,
9. in desen H este ortocentrul triun- A AC=R~—r. A

Completati N8
tabelul: ’

ghiului ABC. Aratati cé patrulaterul:
a) AFDC este inscriptibil;
b) FBCE este inscriptibil;
¢) BDEA este inscriptibil. g
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11.

12.

13.

14

15.

In desen patrulaterul ABCD este X Z t |aB[BCc|cD[aD| 4_—x @

Y
circumscris cercului. Copiati si 5 3 7 11 tD
completati tabelul: 8 6 | 13 ] 21 M P
12 4 17 15 y
15 18 23 26| p—x=zC

Trapezul isoscel ABCD este circumscriptibil. Aflati raza cercului

inscris in trapez, daca bazele: e
a)AB=135iCD=9; b)AB=155iCD=7; c¢)AB=185iCD= L A

Aflati lungimea laturii triunghiului echilateral (/) si apotema lui (a3), daca raza cercului circum-
scris luieste: a) R=24cm; b)R=45cm; c¢c)R=56cm.

. Aflai lungimea laturii patratului (/,) si apotema lui (a,), daca raza cercului circumscris patratului

este: a)R=12cm; b)R=21lcm; c)R=35cm; d)R=42m.
Aflati lungimea laturii hexagonului regulat (/,) si apotema lui (a,), daca raza cercului circumscris
luieste: a)R=72cm; b)R=64cm; c)R=8lcm; d)R=108m.

Evaluare

I
Construiti ‘¢{0, 33 mm) si dreapta d situata
la distanta 17 mm de O. Ce pozitie are dreap-
ta d fata de @O, 33 mm)?
Construiti o dreapta tangenta Intr-un punct al
€0, 40 mm).
Construiti cu rigla si compasul tangentele din
punctul M la @O, 28 mm), dacd OM =7 cm.
Fie @O, 41 mm). Aflati lungimea coardei
care se afla la distanta 9 mm de O.
Aflati: a) m(—BC(), daca C
m(ZBAC) = 67°; 6“
b) m(£BAC), daca B
m(ZBOC) = 102°. P
Aflati lungimea tangentei 4B la ¢(O, 36 mm),
dacda 04 = 85 mm.
In desen cercurile sunt tangente exterioare,
AB este tangenta comuna. Aflati AB daca: R
=3cmsir=1,7 cm.

Aflati tangenta comu- B:

I

7] 1. Construiti €{0, 37 mm) si dreapta d situata
la distanta 19 mm de O. Ce pozitie are dreap-
ta d fata de @O, 37 mm)?

2. Construiti o dreapta tangenta intr-un punct al
@O0, 43 mm).

3. Construiti curigla si compasul tangentele din
punctul M la ¢(0, 32 mm), daca OM = 8 cm.

4. Fie €O, 38 mm). Aflati lungimea coardei
care se afla la distanta 12 mm de O.

5. Aflati: a) m(—BC), daca C
m(LBAC) = 53°; (‘
b) m(£BAC), daca B
m(ZBOC) = 108°. P

6. Aflati lungimea tangentei 4B la ¢(O, 42 mm),
dacd 04 =79 mm.

7. In desen cercurile sunt tangente exterioare,
AB este tangenta comuna. Aflati AB daca: R
=34cmsir=2cm. 2

8. Aflati tangenta comu- :

na a cercurilor de raze
9 cm si 4 cm, daca dis-
tanta dintre centrele
lor este 13 cm. 4

9. Studiati desenul. Aflati ma-
surile unghiurilor: C, BDE, A

£\

na a cercurilor de raze
8 cm si 5 cm, daca dis-
tanta dintre centrele
lor este 14 cm. 4

Studiati desenul. Aflati ma-
surile unghiurilor: C, BDE, A

£\
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plimentar

(Teorema puterii punctului interior) Fie M un punct al interiorului unui cerc. Demonstrati ca pen-
tru orice coarda AB care contine punctul M, produsul lungimilor segmentelor M4 si MB este constant,
AM - MB = constant.

(Teorema puterii punctului interior. Corolar) Fie cercul de centru O si razd ». Demonstrati ca
puterea punctului interior M este p = > — OM".

(Teorema punctului exterior) Fie 4 un punct al exteriorului unui cerc. Demonstrati cd pentru orice
secanta la cerc, care contine 4 si intersecteaza cercul in B si C produsul lungimilor segmentelor AB
si AC este constant, AB - AC = constant.

(Teorema puterii punctului exterior. Corolar) Fie cercul de centru O si razd r. Demonstrati ca
puterea punctului exterior M este p = OM’ — 1%,

(Teorema lui Euler) Daca / este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, O este centrul cercului
circumscris triunghiului, 7 este raza cercului inscris, iar R este raza cercului circumscris triunghiului
ABC, atunci: O = R* — 2Rr.

(Teorema lui L. Carnot) Fie triunghiul oarecare ABC. Notam cu D, E, F intersectiile tangentelor in
A, B, C la cercul circumscris triunghiului respectiv cu BC, AC, CA. Aratati ca punctele D, E, F sunt
coliniare (dreapta lui Lemoine).

(Teorema lui Pascal) Laturile opuse ale unui hexagon oarecare ABCDEF inscris intr-un cerc sunt
concurente respectiv in M, N, P. Aratati ca punctele M, N, P sunt coliniare.

(Dreapta lui Simson) Fie triunghiul ABC si M un punct cercului circumscris acestuia. Demonstrati
ca proiectiile lui M pe laturile triunghiului sunt puncte coliniare.

(Teorema lui Salmon) Fie punctele 4, B, C, M ale cercului ©O, R). Construifi cercurile €O, R, =
=0,5-4M), @0,, R, = 0,5-BM), A O,, R, = 0,5-CM). Aratati ca punctele lor de intersectie, cu excep-
tia punctului M, sunt coliniare.

(Punctul lui Gergonne) Fie triunghiul ABC si D, E, F punctele de tangenta ale cercului inscris in
triunghi cu laturile acestuia. Demonstrati ca segmentele AD, BE, CF au un punct comun.
Demonstrati ca bisectoarele a doud unghiuri exterioare unui triunghi si bisectoarea unuia dintre un-
ghiurile triunghiului ABC sunt concurente in centrul unui cerc exinscris al triunghiului, tangent unei
laturi si prelungirilor celorlalte doua laturi ale triunghiului.

Se aplica proprietatea bisectoarei: punctele bisectoarei unui unghi sunt egal de-
partate de laturile unghiului, (1). Bisectoarea unghiului exterior B se intersec- C d
teaza cu bisectoarea unghiului exterior C in punctul D, (2). (1) si (2) = dist(D, »V
AC) =dist(D, BC) = dist(D, AB) = dist(D, AC) =dist(D, AB), (3). Conform (1), ) &
(3) = D este un punct al bisectoarei unghiului BAC, (4), (4) = D este centrul B
cercului exinscris de razd r, = dist(D, BC).

A

(Punctul lui Nagel) Un cerc exinscris al unui triunghi este tangent unei laturi a triunghiului si
prelungirilor celorlalte laturi ale lui. Centrul unui cerc exinscris este intersectia unei bisectoarei a
unui unghi al triunghiului cu bisectoarele bisectoarele a doua unghiuri exterioare triunghiului. Fie
triunghiul ABC si D, E, F punctele de tangenta ale cercurilor exinscrise ale triunghiului cu laturile
acestuia. Demonstrati ca segmentele AD, BE, CF au un punct comun.

(Prima teorema a lui Ptolemeu) Fie patrulaterul inscris ABCD. Demonstrati ca: AB- CD+BC-AD =
=AC - BD.
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(A doua teorema a lui Ptolemeu) Fie patrulaterul inscris ABCD. Demonstrati ca:
AC AB-AD + BC-CD

BD AB-BC+AD - CD’
(Teorema cercului celor noua puncte) Fie D, E, F sunt proiectiile varfurilor triunghiului 4BC pe
laturi; M, N, P sunt mijloacele laturilor; R, S, T sunt respectiv mijloacele segmentelor AH, BH, CH (H

este ortocentrul triunghiului 4ABC). Demonstrati ca punctele D, E, F, M, N, P, R, S, T sunt conciclice.

(Primul punct al lui Brocard) M, N, P sunt respectiv puncte ale laturilor triunghiului ABC: BC, AC,
AB. Demonstrati ca cercurile circumscrise triunghiurilor APN, BMP si CMN au un punct comun.
(Teorema lui Titeica) Trei cercuri congruente se intersecteaza in punctele 4, B, C, D fiind punct
comun cercurilor. Demonstrati ca cercul circumscris triunghiului ABC este congruent cu cele trei
cercuri.

Construiti un triunghi 4BC cunoscand lungimea laturii BC, masura unghiului ABC si raza r a cercu-
lui Inscris In triunghi.

Construiti un cerc care contine doud puncte date si este tangent unei drepte date, care nu contine si
nu separa punctele.

Fie A4 unul dintre cele doud puncte de intersectie a doud cercuri secante. Construiti prin 4 secanta
comuna MN astfel incat 4 sa fie mijlocul [MN].

Construiti triunghiul ABC daca sunt cunoscute: lungimea medianei din A, distanta de la 4 la BC si
distanta de la B la AC.

(Teorema sinusurilor) Fie triunghiul ABC cu AB =c¢, BC=a, AC = b si R raza cercului circumscris

b c
snd _snB _snC R
Construiti triunghiul 4BC daca se dau latura BC, masura unghiului 4 si se stie ca medianele din B si
C sunt perpendiculare.

lui. Atunci:

Construiti triunghiul ABC daca se dau indl{imea din A4, lungimea medianei din 4 si raza R a cercului
circumscris triunghiului ABC.

Construifi triunghiul dreptunghic ABC cu ipotenuza BC, daca se dau D = pr, . 4, [A]] bisectoarea din
A si mijlocul M al ipotenuzei.

Fie pentagonul regulat ABCDE, F — punctul comun al diagonalelor 4D si CE. Arétati cd punctul
imparte segmentul 4D in medie si extrema ratie (raportul segmentelor AF si FD este egal cu numa-
rul de aur).

Fie M un punct al cercului circumscris hexagonului regulat ABCDEF. Aratati ca suma patratelor
distantelor de la M pana la varfurile hexagonului este constanta.

Formulati si rezolvati o problema asemanatoare pentru:

a) un patrat; b) un octogon regulat; ¢) un decagon regulat; d) un dodecagon regulat.
Fie M un punct al interiorului hexagonului regulat ABCDEF. Aratati ca suma distantelor de la M
pana la laturile hexagonului este constanta. Calculati constanta.

Formulati si rezolvati o problema asemanatoare pentru:

a) un patrat; b) un octogon regulat; ¢) un decagon regulat; d) un dodecagon regulat.
(Teorema lui Newton) Patrulaterul ABCD este circumscris unui cerc tangent laturilor patrulaterului
in punctele M, N, P, Q. Atunci diagonalele patrulaterului si segmentele PM, NQ au un punct comun.

Fie cercurile tangente exterioare §O,, r,) si € O,, r,) in punctul M. Demonstrati ca secantele AC si
BD construite prin M la cele doud cercuri sunt diagonalele unui trapez.
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Modulul

7 ‘ Arii

1. Ariile patratului, dreptunghiului, triunghiului

1) Pe reteaua de patrate este reprezentat patratul 4BCD. Considerand patratele | C
retelei cu laturile de lungime 1, aria suprafetei marginite de patrat este egala cu numarul
patratelor unitate in care se descompune patratul. 4 - 4 = 16. 16 patrate unitate.

2) Diagonala AC descompune suprafata patratului in doua suprafete delimitate
de triunghiurile dreptunghice congruente ABC si ADC.

Aria triunghiului ABC se masoara prin numarul de patrate unitate in care se
descompune. 4 - 4 : 2 = 8. Raspuns: 8§ patrate unitate.

Aria suprafetei marginite de un patrat se numeste aria pdtratului. Aria patatu-
lui ABCD cu laturile de lungimi a este o/, ., = a’. Ariile se misoari in unititi de arie: milimetrul patrat
(mm?®); centimetrul pitrat (cm®); decimetrul patrat (dm?); metrul patrat (m*); decametrul patrat(dam?®),
arul (ar); hectometrul patrat (hm?), hectarul (ha); kilometrul patrat (km?). 7

Aria triunghiului dreptunghic isoscel ABC cu lungimile catetelor a este o, .= 5 o

3) Pe reteaua de patrate este reprezentat dreptunghiul ABCD. Aria suprafetei marginite
de dreptunghi se masoara prin numarul de patrate unitate in care se descompune dreptun-

ghiul. 4 - 6 =24. Raspuns: 24 de patrate unitate. A—a B
4) Diagonala AC descompune suprafata dreptunghiului in doud supra-
fete triunghiulare delimitate de triunghiurile dreptunghice congruente ABC D c

si ADC. 4 - 6 : 2 = 12. Suprafata triunghiului ABC se descompune in 12
patrate unitate.

Aria suprafetei marginite de dreptunghi se numeste aria dreptunghiu-
lui. Aria dreptunghiului ABCD cu laturile de lungimi a si b este &/, = 4 2
ab. Aria unui dreptunghi este egald cu produsul lungimilor dimensiunilor
sale si se masoara in unitati de arie. ab

Aria triunghiului dreptunghic ABC avand catetele de lungimi a si b este &, .= ER

5) Pe reteaua de patrate este reprezentat paralelogramul ABCD cu lungimile laturilor a si b. Deoare-
ce triunghiurile dreptunghice AED si BFC sunt congruente (conform IU), o/, = &%, .

Triunghiul dreptunghic BF'C, are CF' = BC sin B = b sin B. Rezulta ca:

&, = ah=ab sin B = ab sin 4 = 12 patrate. D a ¢

6) Diagonala 4C descompune suprafata paralelogramului in doua su- b

prafete triunghiulare delimitate de triunghiurile congruente ABC si CDA.

=

.= 0,5ab sin B = 6 pitrate. F
Aria paralelogramului ABCD cu laturile de lungimi a, b si d(D, AB) = E B

heste o, =ah=absin B =absinA. 4 la
Aria triunghiului ABC avand AB = ¢, BC=a, AC = b si h ndltimea din

A este &, .= 0,5ah, = 0,5ac sin B. c h \&
Figurile geometrice plane cu aceeasi arie se numesc echivalente. P
Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul coefici- B D C

entului lor de asemdanare.
Suprafata unui patrat este multimea punctelor plamului egala cu iinteriorul patratului reunit cu pa-
tratul. Aria patratului este, prin traditie, numita aria patratului. La fel pentru celelalte poligoane.
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15.

B Exercitii
Copiati si completati tabelul:

Latura patratului (cm) 17 11,1 1,8 24 | \37 | 3.1 3,5 4.5 6,5 7,5
Aria patratului (cm?)

Aflati lungimea laturii unui patrat cu aria de:

a)1,44cm? b)841cm?, ¢)10,24cm?;,  d) 110,25 cm?;,  e) 123,21 cm?;, 1) 112,2225 cm?.

Aflati lungimea laturii unui patrat cu aria de:

a)72dm?, b)50mm? ¢)512cm?;  d)243dm?  e) 648 mm?, ) 392 cm?;  g) 125 dm?

Aflati aria triunghiului dreptunghic isoscel avand catetele de:

a) 3V2 cm; b) 5v3 dm; c) 45 cm; d) 9V7 mm; ¢) 1176 mm; f) 7431 mm.

Aflati lungimile catetelor triunghiului dreptunghic isoscel avand aria de:

a) 12 dm?; b) 24 cm?; ¢) 56 mm?; d) 52 cm?; e) 64 mm?; f) 72 mm?2.

Aflati raportul ariilor a doua triunghiuri dreptunghice isoscele avand catetele respectiv de:

a)9 cmsi 18 cm; b) 11 cm $i 22 cm; c)3cmsi 12 cm; d) 15 cm si 60 cm.

Aflati coeficientul (raportul) de aseméanare a doua triunghiuri dreptunghice isoscele, daca ariile lor sunt:

a) 15 cm®si 30 cm’; b) 17 cm*si 51 cm?; ¢) 25 cm’ i 100 cm?; d) 135 cm’ si 45 cm’.

Un dreptunghi are dimensiunile a si b, perimetrul PPsi aria o Completati tabelul:

a b P le24
(\/7 + \/E) cm (\ﬁ — \/5) cm
(\/g-i-\/g) mm (\/E—\E) mm
(7V6 +2v5)dm | (7V6 — 2V5) dm

(2V43 +3v11)em | (2V43 ~311) em

Un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor a si b. Aflati aria triunghiului dreptunghic cu:

a)a= W7 +V6)dmsib=7 —V6)dm; b)a= (5V5 +2V3) emsi b= (5v5 —2v3) cm;

¢)a=(\26 +15)dmsi b= (26 —15) dm; d)a=(7\/€+3\E)cmsib=(7\/g—3\/§)cm.

Aflati raportul ariilor a doua triunghiuri dreptunghice asemenea, dacé coeficientul lor de asemanare este:
a)2; b)5 ¢7;, d)4.

Aflati coeficientul de asemdanare a doud triunghiuri asemenea, daca D | a C
raportul ariilor lor este: a)4; b)9; c¢)25; d) 6.

Paralelogramul ABCD are o laturd de lungime a si inaltimea corespun- h

zatoare ei /. Aflati aria paralelogramului, daca:

a)a=5cmsih=12cm; b)a=12cmsih=2cm; A E B
c)a=1l4cmsih=4cm; d)ya=16cmsih=7cm.

Paralelogramul ABCD are laturile de lungimia si b. Aflati aria paralelogramului, daca:
a)a=12cm, b =4 cm si m(£A) = 30°; b)a=15cm, b =8 cm si m(£A4) = 45°;
c)a=14cm, b=7 cm si m(£A) = 60°; d)a=18 cm, b =8 cm si m(£A4) = 120°.
Aflati aria triunghiului ABC cu BC = a si h indltimea din 4, daca:

a)a=12cmsih, =7 cm; bya=15cmsih =9 cm; cJa=16cmsgih =11 cm.
Aflati aria triunghiului ABC, daca:

a)a=12cm, b= 14 cm, m(£C) = 30°; b)a=9cm, b= 11 cm, m(£C) = 60°;
c)a=15cm, b=9 cm si m(£LC) = 150°; d)a=13cm, b=8 cm si m(£LC) = 135°.
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2, Triunghiuri
B Exercitii rezolvate

A
1) Fie triunghiul ABC cu: BC = a; mediana 4D; inal{imea din 4 = 1, = AE. Com-
parati ariile triunghiurilor ABD si ADC.
0,5ah, 0,5ah, c

Rezolvare. Deoarece o, = 5 st A, = 3 rezultd ci ariile tri- B E D

unghiurilor ABD si ADC sunt egale. Prin urmare, triunghiurile ABD si ADC

sunt echivalente. Rezolvarea problemei este demonstratia urmatoarei teoreme.

Teorema medianei pentru arii. Fiecare mediana a unui triunghi descompune triunghiul in doua
triunghiuri echivalente.

2) Fie triunghiul 4BC cu BC = a; mediana AD; inal{imea din 4 = h = AD si 4 M
AM || BC. Comparati ariile triunghiurilor ABC si MBC.
ah ah, h,
Rezolvare. Deoarece o, . = si &, .= — rezultd ca ariile triunghiu- a
D C

rilor ABC si BMC sunt egale. Prm urmare, trlunghlurlle ABD si BMC sunt
echivalente. Rezolvarea problemei este demonstratia urmatoarei teoreme.

Teorema triunghiurilor echivalente. Fie dreptele paralele d si e. Toate triunghiurile care au una
dintre laturi de lungime a continuta de una din dreptele paralele si al treilea varf apartine celeilalte drepte
sunt echivalente.

3) Fie triunghiul echilateral ABC cu laturile de lungime /. Calculati in functie de / A
inaltimea si aria triunghiului ABC. ;
Rezolvare. Fie AD = h. Triunghiul dreptunghic ABD are AB =/ si BD =0,5. Teore-

. . W3 - m _ 1’33
ma lui Pitagora implica: i = \g, (). (*) implicd &, .= ;/ . B D c

Teorema triunghiului echilateral. Fie triunghiul echilateral cu laturile de lungime /. Atunci inalti-

_I’\3

N3 .
mea sa este i = 5 slariasa este o

ABC 4 G
Aria si iniltimea triunghiului dreptunghic. Fie triunghiul 4ABC dreptunghic in  p PO a
A B

ot _ h c v o, bc
A siindltimeaAD = h. &, .=~ (1) si e, .= ,(2).(1)si(2)implicd h = PR A g
Aria si inaltimea trlunghlulul oarecare (Formula lui Heron). Fie triunghiul Q
ABC cu AB =c, BC = a, AC = b si semiperimetrul triunghiului p = 0,5(a + b + ¢). b a
Atunci: &, .= \[p(p —a)(p - b)(p — ¢). ) 5
C

Poligoane regulate

1) Triunghiul echilateral inscris in cercul de raza R are [, = R3 si apotema a,= 0,5R. Aria triunghiu-
lui echilateral este & =3-0,5La, = 0,75R™3.

2) Patratul inscris in cercul de razd R are /,=R | Poligonul regulat 4 L, a,
\/5 si apotema a W= O,SR\/E. Aria patratului (romb
cu diagonalele 2R) este &, =2R - 2R : 2 = 2R’

3) Hexagonul inscris in cercul de raza R are |Patratul 2R | RV2 | 0.5R\2
[, = R si apotema a, = 0,5R\3. Aria hexagonului
este & = 6R - 0,5R\3 :2=1,5R™3.

Triunghiul echilateral | 0,75R>\3 | R\3 | 0,5R

Hexagonul regulat 1,5R3 | R |0,5R\3
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B Exercitii
Copiati si completati propozitiile adevarate:
Fiecare mediana a unui triunghi descompune triunghiul ...

. Fie triunghiul 4BC si mediana AD. Copiati si completati tabelul:

. Formulati 1n scris teorema triunghiurilor echivalente.

. Reproduceti desenul de pe reteaua de patrate.

— A
&, (cm’) 7543 256,8
o, (cm’) | 125 20\7 983
) C

o, (cm’) 34,7 85v3

ADC

B
o . . . . D C
a) Enumerati triunghiurile echivalente cu triunghiul ABD.
b) Enumerati triunghiurile echivalente cu triunghiul ACD.
c) Enumerati triunghiurile echivalente cu triunghiul ABD.
d) Descoperiti un triunghi echivalent cu trapezul ABCD. A B E
e) o, = 79,3\7 dm’si o, .= 12,47 dm’. Aflati o/,

ADC ABCD*

BD

. Fie triunghiul echilateral ABC cu laturile de lungime /: si inaltimea /4. Copiati si completati tabelul:

— — A
. (dm?) 1693 225V3
I (dm) 5V3 24 }
h (dm) 15 93 35 B——C

. Fie triunghiul 4ABC dreptunghic in A4 si inal{imea AD = h. Copiati si completati tabelul:

&, . (cm’) c
h (cm) P
b| LN
a (cm) 40 | 97 | 55 29 61 , uA .
b (cm) 41 48 77 21 28 ¢
¢ (cm) 65 36 45 11
. Aplicand teorema lui Heron, calculati aria unui triunghi cu laturile de lungimi a, b, ¢, daca:
a)a=7cmb=11cm,c=13 cm; bya=16cm,b=19cm,c=17 cm;
c)a=31cm,b=34cm,c=37cm; d)a=28cm, b=35cm, c=31cm.
Copiati si completati propozitiile:
a) Triunghiul echilateral inscris in cercul derazd Rare [, = ..., a, = ..., &, = ...
b) Patratul inscris in cercul de razd Rare [, = ..., a, = ..., g2(4 =..
¢) Hexagonul regulat inscris in cercul de razd Rare [, = ..., a, = ..., &, = ...

. Fie cercul de raza R triunghiul echilateral, patratul si hexagonul regulat, inscrise in acest cerc. Copi-

ati si completati propozitiile:
R (cm) | [ (em) |a, (cm) | & (cm?) |, (cm) | a, (cm) | o (cm?®) | [ (cm) | a, (cm) | o (cm’)
4

6
8
9
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3. Ariile patrulaterelor

1) Patrulaterul ABCD este ortodiagonal. Dreptunghiul MNPQ are laturile 0 D P
paralele cu diagonalele lui ABCD. Deoarece AODQ, AMBO, BNCO, OCPD 4 5 C
sunt dreptunghiuri %NPQ =2%,.,=AC-BD, &, =0,54C- BD.

2) Rombul este un patrulater ortodiagonal, deci aria lui este egala cu
semiprodusul lungimilor diagonalelor lui. M % N

Se constata ca 1) constituie demonstratia pentru urmatoarea

Teoremd. Aria patrulaterului ortodiagonal ABCD este o/,
lor diagonalelor).

Corolar. Aria rombului ABCD este &¥,, ., = 0,54C - BD (semiprodusul lungimilor diagonalelor).

3) Trapezul ABCD are baza mare 4B, baza mica DC si inal- D

C N
timea h. Trapezul ABCD este congruent cu trapezul NCBM.
AMND este paralelogram deoarece are doua laturi opuse para- \
h
B M

=0,54C - BD (semiprodusul lungimi-

lele si congruente. &, = AM - h=2c¥,,., = (4B + DC)h,
de unde &, = 0,5(4B + DC)h.

Se constatd cd 3) constituie demonstratia pentru urma- = 4
toarea

Teorema. Aria trapezului ABCD cu baza mare de lungime B, baza mica de lungime b si indltimea
heste &, =0,51(B +b).

Corolar. Aria unui trapez este egala cu produsul ~m, unde 4 este

D C
inaltimea si m este lungimea liniei mijlocii a trapezul.
4) Trapezul ABCD are baza mare AB, baza mica DC. in desen
punctele 4, B, E sunt coliniare astfel incat BE = DC, (1). (1) impli-
A E
B

cd: BECD este paralelogram, (2).22) = &, = &, ., (3). ¥, =
=0,5h - DC, h —inaltimea trapezului, (4). (3)si (4) =
%BCD - gyADC T %BC: gIBEC + gyABC - gyAEC'
Se constata ca 3) constituie demonstratia pentru urmatoarea
Teorema. Aria trapezului cu bazele de lungimi b si B si diagonalele de lungimi d, si d, este egald cu
aria unui triunghi cu laturile de lungimia =b+B, b =d, sic=d,.
Corolar. Aria unui trapez este egala cu produsul -m, unde 4 este Tndltimea si m este lungimea liniei

mijlocii a trapezul. D

C
Corolar. Fie trapezul ABCD cu baza mare AB = B, baza mica DC
=bsim(LCAB)=x°. Atunci &¥,,, = &, .=0,54C (b+ B) sinx°. h
& = =05h((b+B)(1)sih=AC-sinx°, (2).(1)si(2) > P 4P

- o,

ADC

ABCD AEC

A, = A, = 054C- (b +B) sinx°. 5
Teorema. Aria patrulaterului convex cu diagonalele de lungimi d , d, unul 5 C
dintre unghiurile formate de ele cu masura de x° este &, .= 0,5d,d, - sin x°.
Lungimea cercului. Aria discului %
Lungimea cercului de raza R este 2zR, n = 3,14.... K
Rn A B

Lungimea arcului de n° este 7gq"-

Aria discului de raza R este 7rR2, T=3,14...

TR
Aria sectorului de cerc de n° este 360 - ?
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10.

B Exercitii

Calculati aria patrulaterului ortodiagonal ABCD cu:

a) AC=14cmsi BD=15cm; b)AC=16cmsiBD=17cm; ¢)AC=13cmsi BD=18 cm;
d)AC=73 dmsi BD=19dm; e)AC=16V6 dmsi BD =143 dm.

Calculati aria rombului ABCD cu:

a) AC=16cmsi BD=51cm; b)AC=42cmsi BD=35cm; c¢)AC=17 cmsi BD =44 cm;
d) AC=9V7 dm i BD=23 dm; ¢)AC =315 dm si BD =39V6 dm.

Aflati aria rombului ABCD, daca:

a) AB=12 cm i m(£4) =30° b) AB =14 cm si m(£A4) =45°;, ¢) AB =8 cm si m(£A) = 60°;
d) AB =15 cm gi m(£4) = 120°; e) AB =18 cm si m(£4) = 150°; e) AB = 18 cm si m(£4) = 135°.
Fie trapezul ABCD din desen. Completati tabelul:

o(cm’) Db ¢
B (cm) 12 14 18 24 27 43 51 h
b (cm) 8 7 11 15 15 25 27 z
h (cm) 11 5 7 9 29 36 31 A— B
Fie trapezul dreptunghic ABCD din desen. Completati tabelul: b c
of(cm?) |B (cm) | b (cm) | 4 (cm) |CE (cm)|BE (cm)|BC (cm)
21 15 8 h
18 8 6 E
73 16 65 A B B
Fie trapezul ABCD din desen: b — lungimea bazei mici; B — lungimea bazei mari; lungimile diago-
nalelor AC = d, si BD = d,. (Aplicati formula lui Heron.) Db _C
o(cm’) | B(cm) |b(cm)| (B+b)(cm) |d, (cm)|d, (cm)
24 10 25 27
25 56 29 32 y 5 B
42 65 47 25

Fie trapezul ABCD din desen. Aflati aria trapezului, daca:

a)B=15cm,b=12 cm, AD =9 cm, m(£4) = 30°;

b)B=17 cm, b= 13 cm, AD = 8 cm, m(£A4) = 45°;

¢)B=24cm,b=17 cm, AD = 12 cm, m(£A4) = 60°.

Aflati aria unui patrulater convex cu diagonalele de lungimi d, d, si unul dintre unghiurile formate de
ele cu masura de x°, daca: a) d, = 13 cm, d, = 17 cm si x° = 30°; b) d, =21 cm, d, =29 cm si x° = 30°.

Fie trapezul isoscel ABCD din desen. Completati tabelul:

of(cm?) |B (cm) | b (cm) | 4 (cm) |AE (cm)|BE (cm)|BC (cm) D L C
21 15 8 h
45 15 17 P r
73 20 21 A B B
Fie cercul de raza R. Completati tabelul:
R (cm) 8 12 15 17 19 24 32

Lungimea cercului (cm)
Aria discului (cm?)
Lungimea arcului de 60° (cm)

Aria sectorului de @
cerc de 90° (cm?)
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Aflati aria patratului cu laturile de lungime: a) 1,9 m; b) 2,3 m; ¢) 10,5 m; d) 11,5 m.

Aflati lungimea unei diagonale a unui pétrat cu laturile de lungime: a) 17 dm; b) 15,3 dm; ¢) 62,3 dm.
Aflati aria triunghiului dreptunghic isoscel avand catetele de:

a)33,5cm; b)66,5cm; ¢)11,5cm; d)21,5cm.

Aflati lungimile catetelor triunghiului dreptunghic isoscel avand aria de:

a)40,5cm’* b)50cm’ c¢)72cm’  d) 98 cm’.

Un dreptunghi are dimensiunile a, b, o diagonald de lungime d, perimetrul Psi aria o Copiati si

completati tabelul. e (cm®)

Un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor | ZP(cm)

si indltimea din varful unghiului drept b, ¢ si h. | @ (cm) 9 16 11 13
Aflati /4 si aria triunghiului dreptunghic cu: b(cm) | 24 63 84
a)b=12 cmsic= 16 cm; byp=16 Ld(m) | 25 | 41 61

cm si c =30 cm; c)b=14cmsic=48 cm.

Aflati raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea, daca coeficientul (raportul) lor de asemanare este:
a)ll; b)15 ¢)9;d)8.

Aflati coeficientul de asemanare a doua triunghiuri asemenea, daca ra- D a c
portul ariilor lor este: a) 81; b) 100; ¢) 144; d) 169.

Paralelogramul ABCD are o laturd de lungime a si inaltimea corespun- h

zatoare ei /. Aflati aria paralelogramului, daca:

a)a=13cmsih=9cm; b)a=27cmsih=11 cm; 4 E B
c)a=34cmsih=6cm; d)a=54cmsih=3cm.

Paralelogramul ABCD are laturile de lungimi a si b. Aflati aria paralelogramului, daca:
a)a=24cm, b=5 cm si m(£4) = 30°; b)a=28 cm, b=9 cm si m(£A4) = 60°;
c)a=22cm, b= 14 cm si m(£4) = 150°; d)a=35cm, b=16 cm si m(£A4) = 120°.
Aflati aria triunghiului ABC cu BC = a si h inalfimea din 4, daca:

a)a=14cm sih =9 cm; b)a=18cmsih =12 cm; c)a=17cmsih =16 cm.
Aflati aria triunghiului ABC, daca:

a)a=21cm, b= 18 cm, m(£C) = 30°; b)a=18 cm, b =7 cm, m(£C) = 60°;
c)a=17cm, b=12 cm si m(£LC) =45°; d)a=16cm, b=11 cm si m(£C) = 135°,
Calculati aria patrulaterului ortodiagonal ABCD cu:

a) AC=18 cm i BD =11 cm; b)AC=14cmsiBD=13cm; ¢)AC=16cmsi BD=15cm.
Calculati aria rombului ABCD cu:

a) AC=8 cmsi BD =23 cm; b)AC=12cmssi BD =9 cm; c)AC=16 cmsi BD =11 cm.
Aflati aria rombului 4BCD, daca:

a) AB=12 cmsi m(£4)=30°; b)AB= 14 cmsi m(£LA4)=45°;, ¢)AB=8 cmgi m(LA4) =135
d) AB =15 cm si m(£A4) = 120°; €) AB =8 cm si m(£4) = 150°.

Fie triunghiul echilateral cu laturile de lungime /, inaltimile de lungime % si aria o Aflati:

a) hsi o, daci /=18 cm; b) i si o, dacd [ =20 cm; ) hsi o, dacil=24 cm.

Fie triunghiul echilateral cu laturile de lungime /, indltimile de lungime / si aria o Aflati:

a) [ sih, dacd o = 15V3 cm?®,  b)/sih, dacd of =243 dm’, c¢) [sih, dacd o = 30v3 dm’.

Aflati aria unui triunghi isoscel cu laturile congruente de lungime / si unghiul format de ele de ma-
surd x°, daca:

a) [=35cmsix° =30 b) /=48 cm si x° = 60°; ¢) =54 cmsix® =45°,
a)[=72cmsix® =120 b) /=36 cmsix° =135 c) /=81 cmsix®=150°



19. Fie trapezul ABCD cu lungimile bazelor B, b, lungimea liniei mijlocii m si indltimea 4. Copiati si

20.

21.

completati tabelul: B b 7 m o

11 cm 7 cm 9 cm D b C

17 cm 11 cm 8 cm h

23 cm 15cm 11 cm

25 cm 17 cm 13 cm A—E B B
Fie trapezul ABCD cu lungimile bazelor B, b si indl{imea /. Aflati aria trapezului, daca:

a)B=23cm,b=11 cm, AD =6 cm, m(£A4) = 30°;

b)B=19cm,b=15cm, AD =12 cm, m(£A4) = 45°;

c)B=18cm, b= 14 cm, AD =12 cm, m(£4) = 60°.

Fie trapezul dreptunghic ABCD. Aflati aria trapezului, daca: a) B=16 cm, b= 12 cm, m(4£B) =30°;

b)B=19cm,b=11 cm, m(£B)=45°; c)B=21cm,b=15cm, m(4£B)=60°.
Evaluare

I
Aflati perimetrul si aria patratului ABCD cu

I
Il 1. Aflati perimetrul si aria patratului ABCD cu

laturile de lungime 26 cm.

Aflati lungimile laturilor patratului cu aria de
57,76 cm®.

Aflati aria triunghiului dreptunghic isoscel
avand catetele de 3,6 cm.

Aflati aria triunghiului dreptunghic avand ca-
tetele de 2,8 cm §i 4,2 cm.

Aflati raportul ariilor a doua triunghiuri ase-
menea, daca coeficientul de asemaénare a tri-
unghiurilor este 3,7.
Aflati aria parale-
logramului ABCD
cu: a) =8 cm si b/
a=1lcm;b)a=
I15cm,a=12cm
sim(£A4) = 60°.
Aflati aria: A

a) patrulaterului orto-

diagonal ABCD cu ¢ b
AC=12si BD=15;
b) rombului cu 4B= B D ¢
18 si m(£4) = 45°. b

Aflati aria triunghiului
ABCcu:a) h, =14 cm i
a=9cm;b)a=24cm,
b=18cm, m(£B)=150°. 4 B
Fie trapezul dreptunghic ABCD. Aflati aria
trapezului, daca: B = 28 c¢cm, b = 22 cm,
m(4£B) = 30°.

B

. Aflati aria triunghiului

laturile de lungime 31 cm.

. Aflati lungimile laturilor pétratului cu aria de

53,29 cm™.

. Aflati aria triunghiului dreptunghic isoscel

avand catetele de 2,9 cm.

. Aflati aria triunghiului dreptunghic avand ca-

tetele de 2,4 cm si 3,9 cm.

. Aflati raportul ariilor a doud triunghiuri ase-

menea, daca coeficientul de asemanare a tri-
unghiurilor este 3,4.

. Aflati aria parale-

logramului ABCD
cu:a)h=11cmsi b/
a=14cm;b)a=
18 cm,a=15cm
si m(£A4) = 30°.

. Aflati aria: A

a) patrulaterului orto-

diagonal ABCD cu ¢ b
AC=1551BD=18;
b) rombului cu 4B= B D ¢
26 si m(£A4) =45°. b

ABCcu:a)h =18 cmsi
a=11cm;b)a=22cm,
b=25cm, m(£B) = 135°. 4 B

. Fie trapezul dreptunghic ABCD. Aflati aria

trapezului, daca: B = 23 ¢cm, b = 17 cm,
m(4B) = 60°.
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Suplimentar

Amintim valorile importante ale functiilor trigonometrice

grade 0° 30° 45° 60° 90° 120° | 135° 150° 180°
radiani 0 1 1 1 L L L L T
2 2 2 2 2 2 2
sinus o | L BB B 0
2 3 3 3 3 2
cosinus 1 ig ig 1 0 . 4’i§ —léi -1
3 3 2 2 3 3
tangenta 0 V3 1 NG R A -1 \El 0
3 existi 3
cotangentd | = _| V3 1 NE) 0 B -1 3 o
exista 3 3 exista

1. Fie triunghiul ABC cu AB = ¢, BC = a, AC = b, r raza cercului inscris in triunghi si p = 0,5(a + b + ¢).
Aritati cd: o, .= pr.

2. (Formula inaltimii) Demonstrati formula de calcul a inaltimii din 4 a triunghiului 4BC in functie
de lungimile laturilor (a, b, ¢) si de semiperimetrul sau, p.

3. (Formula lui Heron) Fie triunghiul ABC cu AB = ¢, BC = a, AC = b si semiperimetrul triunghiului
p=0,5(a+ b+ c). Demonstrati ci: &,.= \p(p —a)p—b)(p - ¢).

4. Fie triunghiul ABC cu AB=7 cm, BC=5 cm, AC = 8 cm. Aflati raza cercului Inscris in triunghi.

5. Fie triunghiul ABC cu AB = ¢, BC = a, AC = b si R raza cercului circumscris. Aratafi cd o, . = %.
6. Fie triunghiul ABC cu AB =c, BC=a, AC = b si R raza cercului circumscris. Demonstrati ca:

o .=2R’sin A sin B sin C.

ABC
7. Triunghiul ABC este inscris intr-un cerc de raza 8 cm, m(ZA4) = 30°, m(£B) = 45°. Aflati aria triun-
ghiului ABC.
8. Fie triunghiul ABC cu AB = ¢, BC = a, AC = b, p semiperimetrul triunghiului, » raza cercului inscris,
R raza cercului circumscris si aria o Copiati si completati tabelul:

a(cm) | b(cm)|c(cm)|p(cm)| oF(cm?®) |r(cm)|R (cm)
8 7 11
6 9 5
12 15 17
15 18 7

9. Fie triunghiul ABC cu AB = ¢, BC = a, AC = b, p semiperimetrul triunghiului, % , &,, h_ndl{imile
triunghiului si aria o Aflati i, h,, h,daca:a)a=4,b=7,c=9;b)a=9,b=11,c=14.

10. Fie triunghiul ABC. Aflati sin 4, sin B, sin C, daca: a)a=12,b=15,c=17;b)a=19,b=23, ¢ =26.

11. Fie triunghiul ABC cu medianele AD, BE, CF si G centrul de greutate. Demonstrati ca triunghiurile:

a) ABG si ACG sunt echivalente; b) BGF si CGE sunt echivalente.
12. Fie trapezul ABCD cu O intersectia diagonalelor Demonstrati ca triun- D ¢
ghiurile 40D si BOC sunt echivalente. %)
A B
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13. (Teorema lui Pitagora) Triunghiul 4BC
este dreptunghic; AEFB, BGIC, ACKL sunt
patrate. Reproduceti desenul si demon-

stratica: &, =¥+

BGIC AEFB

~

L’

N

’
M

‘N

C
/
Vi /
SN
4 /
/
/
/
714
/
/
/
/
E ‘P

ACKL®

F

15. ABCD este paralelogram. Reproduceti desenul pe o retea de patrate.
Examinati constructia si aflati valoarea raportului: i

16. Aflati aria unui triunghi, dacd medianele lui au lungimile de:

b) 15 c¢cm, 36 cm, 39 cm;

d) 23 cm, 21 cm, 35 cm.

17. ABCD este un patrulater convex cu intersectia diagonalelor punctul O.

Demonstrati ca o/,

a) 12 cm, 15 cm, 21 cm;
¢) 24 cm, 45 cm, 51 cm;

=0,5d,d, sin O.

14. (Teorema lui Pappus-Clairaut) Fie triunghiul
oarecare ABC. AEFB, BGIC, ACKL sunt para-
lelograme, [AN] = [DQ]. Reproduceti desenul
si demonstrati ca: &, =¥, + &,

BGIC AEFB ACKL®

MNPQ

ABCD

18. (Formula lui Brahmagupta) Fie patrulaterul inscriptibil ABCD cu lungimile laturilor a, b, ¢, d sip
semiperimetrul patrulaterului. Demonstrati c aria patrulaterului este \/(p — a)(p — b)(p — ¢)(p — d).

19. Triunghiul 4BC este dreptunghic. Fiecare laturd a triunghiului este
diametrul unui semicerc. Demonstrati cd aria portiunii colorate este A
egala cu aria triunghiului ABC.
20. Aflati aria patrulaterului inscriptibil ABCD cu lungimile laturilor
B (o

21. D apartine laturii BC a triunghiului ABC, E este mijlocul [4AD], F este

lem,5cm,5cm, 7 cm.

mijlocul [BE], G este mijlocul [CF]. Aflati aria triunghiului EFG, dacd o/

— 2
~_ 72 cm”.

22. Aflati raportul dintre aria patratului inscris in cercul de raza R si triunghiul echilateral circumscris
aceluiasi cerc.

23. Triunghiul ABC are AB = 13 cm, BC = 14 cm, AC = 15 cm.

trice echivalente. Aflagi MN.

MN 1 BC astfel incat descompune triunghiul 4BC in figuri geome- D I
24. Cu ajutorul informatiilor din desen calculati aria patrulaterului ¢
ANMD.
[ | [
A N B

25. Triunghiul dreptunghic isoscel ABC are ipotenuza tangenta cercului
de centru O, iar AB si AC sunt tangente cercului respectiv in £ i F.

Aflati aria cercului, daca AB =3 cm.
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8 ‘ Poliedre

1. Prisma. Elementele unei prisme. Clasificare D c

Cubul ABCDA B,C D, are toate fefele patrate congruente. Bagele cubului 4, <=t
sunt pétratele ABCD si A B C,D,. Varfurile cubului sunt punctele: 4, B, C, D, 4, /
B,, C,, D,. Fetele opuse sunt confinute de plane paralele. Cate patru dintre cele 12 p Tk
muchii sunt paralele. Daca doud dintre muchii nu sunt paralele, atunci ele sunt per- y e E ; C
pendiculare. Muchiile laterale sunt perpendiculare pe planele bazelor. !

Diagonalele cubului. Diagonalele cubului ABCDA B C D, sunt segmentele: AC,, BD , CA,, DB,.
Dreptunghiurile ABC D, i ACC\A, au diagonala comunad AC,. Rezultd ca diagonalele lor sunt congruente
si au acelasi mijloc: [BD,] = [AC|] = [CA,], (1). Analog se aratd ca: [DB | =[AC ]=[CA ], (2). (1) si (2)
implica: diagonalele cubului sunt congruente si au acelasi mijloc.

Fiecare diagonald a unui cub cu muchiile de lungimi / este ipotenuza unui triunghi dreptunghic ale
carui catete au lungimile / si /2 (lungimea diagonalelor fetelor cubului), unde / este lungimea muchiilor
cubului. 44, L (4BC) implica triunghiul ACA, este dreptunghic cu ipotenuza C4, — diagonala cubului.
Cubul are muchiile de lungime . Rezultd AC = V2, iar CA, = 3.

Teorema. Diagonalele cubului sunt congruente si au acelasi mijloc. Un cub cu muchiile de lungime
[ are diagonalele de lungime 3. Diagonalele fetelor lui au lungimile 2.

Paralelipipedul dreptunghic ABCDA B,C D, are toate fetele dreptun-
ghiuri. Muchiile laterale sunt perpendiculare pe planele bazelor lui si oricare D, ——
doua dintre muchiile neparalele sunt perpendiculare.

Diagonalele paralelipipedului dreptunghic. Diagonalele paralelipi-
pedului dreptunghic ABCDA B C,D, sunt segmentele: AC,, BD,, CA,, DB,.
Dreptunghiurile DBB D, si DAB,C, au diagonala comuna DB, . Rezulta ca
diagonalele lor sunt congruente si au acelasi mijloc: [BD,|] = [DB|] = [AC|], (1). Analog se aratd ca:
[DB ] =[AC ] =[CA ], (2). (1) si (2) implicd: diagonalele paralelipipedului
dreptunghic sunt congruente si au acelasi mijloc. D

Teorema. Diagonalele paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile a, b,
¢ au acelasi mijloc si au aceeasi lungime, Va? + b + 2.

Paralelipipedul drept ABCDA B,C D, are toate muchiile laterale perpen-
diculare pe planele bazelor, iar bazele sunt paralelograme. Fetele laterale ale
paralelipiedului drept sunt dreptunghiuri. Diagonalele paralelipipedului drept ABCDA B, C D, sunt
segmentele: AC, BD , CA , DB,. Diagonalele paralelipipedului drept au acelasi mijloc.

Prisma dreapta. O prisma dreaptd are muchiile laterale perpendiculare pe planele bazelor. Prismele
regulate sunt prisme drepte cu bazele poligoane regulate (triunghi echilateral, patrat, pentagon regulat,
hexagon regulat etc.).

Suplimentar. Axiome importante

Punctul, dreapta, planul, spatiul, distana sunt notiuni primare. Ele nu pot fi definite. Ele se introduc
prin axiome (propozitii matematice nedemonstrabile). O mulfime de puncte formeaza o figura geometrica.

A,. Axioma dreptei. Doud puncte diferite determind o dreapta. (Exista o dreaptd si numai una.)

A,. Postulatul lui Euclid. Printr-un punct exterior unei drepte se poate construi o singurd dreapta
paraleld cu dreapta data. A,. Existd un singur plan care contine trei puncte necoliniare. Un plan este
determinat de trei puncte necoliniare.

Modulul
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10.

11.

12.

13.

B Exercitii

Fie cubul ABCDMNQOP. Enumerati:

a) varfurile cubului;  b) fetele cubului; c) fetele laterale ale cubului;
d) bazele cubului.

a) Enumerati diagonalele cubului din desen.

A

P

-

|

|

'D

) S

-=C

B

b) Aflati diagonalele bazei ABCD cu AB =5 cm. c) Aflati diagonalele fetei BCON daca AB =12 cm.

d) Aflati DN, daca AB =15 cm.

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDMNOP. Enumerati muchiile con-
gruente cu: a) [AD]; b) [CD]; c) [AM].
Paralelipipedul dreptunghic ABCDA B C D, are dimensiunile a, b, c.

=11

Aflati lungimile diagonalelor fetelor, daca:

a)a=7cm,b=8cm,c=10cm; b)a=11cm,b=15cm, c=4cm; D, —

c)a=9cm,b=5cm,c=12cm; d)a=18cm,b=9cm,c=15cm.
Paralelipipedul dreptunghic ABCDA B C D, are dimensiunile a, b, c.

11

Aflati lungimile diagonalelor paralelipipedului, daca: D ozt

a)a=16cm,b=8cm,c=10cm; b)a=12cm,b=9 cm, c=8 cm;
c)a=13cm,b=7cm,c=9 cm; dya=16cm,b=12cm,c=15cm.

Cubul ABCDMNOP are muchiile de lungime /. Aflati aria triunghiului ANC, daca:

a) /=24 cm; b) /=8 cm; c) /=18 cm; d)/=7cm.

ABCDEFMNOPQR este o prisma regulatd. Enumerati muchiile congruente cu:

a) [4B]; b) [AM].

Fie prisma regulata ABCDEFMNOPQR. Enumerati segmentele congruente cu:
a) [EM]; b) [EN]; c)[FM].

Fie prisma din regulatda ABCDEFMNOPQR. cu AB =5 cm §i AM = 12 cm.
Aflati: a) EM; b) EN; c) FM.

Fie prisma dreaptd ABCA B, C, are fetele laterale patrate. D este mijlocul [4 B ].
Dacd AB =9 c¢m, afla{i: a) AD; b) DE; ¢) C\E.

Fie prisma dreapta ABCA B C, are fetele laterale patrate. Adaugati /' — intersec-
tia [B,C ] cu CE. Aflafi: a) B F; b) EF; ¢) CE.

Prisma ABCA B C, are fetele laterale patrate cu laturile de 30 cm. Aflafi aria
triunghiului 4 BC.

ABCDA B C D, este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Aflati
aria triunghiului 4 BC, dacd a = 12 cm, b =20 cm, ¢ = 15 cm.

14. ABCDA B C\D, este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Aflati

15.

dimensiunile lui, daca ele sunt direct proportionale cu 2, 3, 5 si lungimea dia-
gonalelor lui este 2@ cm.

Prisma ABCA B, C are fetele laterale dreptunghiuri. D este mijlocul [4 B ], iar
E este mijlocul [4,C|]. Demonstrati ¢ BD, CE si A4, sunt concurente.

A

0

Suplimentar. Axiome importante. Pozitiile relative a doua drepte in spatiu
Punctele 4, B, C sunt necoliniare. Planul determinat de ele se noteaza (4BC). Un plan se mai notea-
zd: a, B, 7, 0, a,, a, etc. A,. Daca doud puncte ale unei drepte sunt interioare unui plan, atunci dreapta
este confinutd de acel plan. A.. Dacé doua plane au un punct comun, atunci ele au incd un punct comun
(dreaptd comuna). A . Existd patru puncte necoplanare.
Doua drepte sunt concurente, daca ele au un punct comun. Dreptele « si b se intersecteaza n O, se
noteaza a N b = {O}. Doua drepte sunt paralele, daca sunt coplanare si nu au puncte comune. Dreptele
paralele ¢ si d se noteaza c || d. Dreptele necoplanare nu sunt continute de acelasi plan.

/LD——— C
B
P 0
| N
Rl ! M
| |
| |
ID 1
e B
B
F A
E
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2. Desfasurarea prismei. Aria laterala. Aria totala

Desfisurarea cubului. Aria laterala o2 = suma ariilor fetelor A, B,
laterale = 47°.
Aria bazei este oo/, = I°. Aria totala ool = o+ 2o, = 61°. D, ¢ B 4, D,
Desfasurarea paralelipipedului dreptunghic 4 B, ! ;
Aria laterald oo/ = suma ariilor fetelor laterale = perimetrul bazei DJ_ L i
D, y A4 x inaltimea = c2a 4 g |€ B 4 D
+ 2b) = 2ac + 2bc.
c a , a 5, 4, D, c Aria baz.ei este o, A B
D, i — a 5 a | =ab.Ariatotald oo/ = ot/ + 2 o0/, = 2ab + 2bc + 2ac, (1).
» Yl . . . Diagonala 4, C este ipotenuza triunghiului dreptun-
“d ol ] , . | ghic CAd, Rezulta 4,C* = AL + AC* =@ + b + &,
P2 L=l 4 D c (2). (1)2 si(2) 1mp11caz: o,
a a +AC =(a+tb+c).
D 4 Adunand aria totalda

a paralelipipedului dreptunghic cu patratul lungimii diagonalei se obtine
patratul sumei dimensiunilor paralelipipedului.

Desfasurarea prismei triunghiulare regulate

Aria laterala o = suma ariilor fetelor laterale = perimetrul bazei x

4 indlfimea = 3ab. Aria bazei este o/, = 0,25a V3. Aria totald oo, =
oot + 20t/ = 3ab + 0,5a°\3.

Desfasurarea prismei triunghiulare drepte
c ! ! ¢, O prisma triunghiulara are inaltimea / si muchiile bazelor de lun-
gimi diferite. Atunci aria laterald o2 = suma ariilor fetelor laterale
4y b|b b = h(a + b + c). Aria totald o/ = oo/ 4
+ 209,

C\" 1" "7z 5 c Aria laterald a unei prisme (%)

este suma ariilor fetelor laterale. Aria '[N 4 b c
totald a unei prisme este o/ = o + 4
2%, unde o este aria unei baze.

Teorema. 1) Un cub cu muchiile de lungimi / are o</ = 4/ S R I L
ool = 6l ?. 2) Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile a, b, ¢ si
lungimea diagonalelor d. Atunci: o/ = 2ac + 2bc, o</, = ab, oo/ = o/, +
2@%=2ab+2bc+2ac,d2=a2+b2+cz, @9{+d2=(a+b+c)2.

3) O prisma dreapta are indl{imea / si perimetrul bazei 7. Atunci o7, = Ph.

Suplimentar. Determinarea unui plan

O dreapta si un punct exterior ei determind un plan.
Doua drepte concurente determiné un plan.

Doud drepte paralele determind un plan.
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B Exercitii
1. Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Aria laterald a unei prisme este ... b) Aria totald a unei prisme este ...

¢) Un cub cu muchiile de lungimi / are aria laterala ...

d) Un cub cu muchiile de lungimi / are aria totala ...

e) Un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, ¢ are aria laterala ...

f) Un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c are aria totala ...
2. Desfasurati cubul ABCDMNOP, daca: a) AB=2 cm; b) AB=3 cm; c) AB=4 cm; d) AB=15 cm.
3. Aflati aria laterala, aria totala si lungimea diagonalelor cubului cu muchiile de:

a) 15 cm; b) 12 cm; c) 18 cm; d) 24 cm.
4. Desfasurati paralelipipedul dreptunghic cu dimensiunile:
a)2cm,3 cm, 5 cm; b)4 cm, 3 cm, 3 cm; ¢)S5cm,2cm, 2 cm; d)4cm, 2 cm, 5 cm.

5. Aflati aria laterala, aria totala si lungimea diagonalelor paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile:
a)15cm,8cm,10cm; b)12cm, 15cm,4cm; c¢)4cm,5cm,12cm;  d) 18 cm, 6 cm, 15 cm.
6. Desfasurati prisma ABCA B C, cu fetele laterale pétrate, daca:

a)AB =2 cm; b) AB =3 cm; c)AB= 2,5 cm; d) AB=3,5 cm.

7. Prisma ABCA B C, are fetele laterale patrate. Aflafi aria laterala si aria totald a prismei, daca:
a)AB=15cm; b) AB =24 cm; c) AB =36 cm; d) 4B =20 cm.

8. ABCDEFMNOPQR este o prisma regulatd. Desfasurati prisma, daca: P 0
a)AB=1,5cm si AM =3 cm; b) AB=2cm si AM =4 cm; 0 I N
c)AB=2,5cmsi AM = 3,5 cm; d)AB=3 cmsi AM=2,5cm. Rl M

9. ABCDEFMNOPQR este o prisma regulatd. Aflati aria laterald si aria totala a : :
prismei, daca: ] T o)
a)AB=4 cm si AM =3 cm; b) AB=3 cm $i AM =4 cm; E B
c)AB=2cmsi AM =5 cm; d)AB=5cmsi AM =4 cm. d 4

10. O prisma dreapti are bazele paralelograme cu laturile de lungimi a, b si un unghi de masura u. Inal-
timea prismei este 4. Aflati aria laterala si aria totald a prismei, daca;
a)a=3cm,b=8cm, h=6cmsiu=30° b)a=3cm,b=8cm, h=6cmsiu=60°
c)a=3cm, b=8cm, h=6cmsiu=45° d)a=3cm,b=8cm,h=6cmsiu=150°.

11. Prisma dreapta ABCA B, C, are bazele triunghiuri dreptunghice avind catetele de lungimi 5 ¢cm si
12 cm. Inaltimea prismei este de 15 cm. Aflati aria laterala si aria totala a prismei.

12. Aflati lungimile muchiilor bazelor unei prisme hexagonale regulate cu % = 600 cm?, daca [ = h.

13. Un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c are aria totala 71 cm? si diagonalele de lungime
\73 cm. Aflati suma dimensiunilor.
Suplimentar. Pozitia unei drepte fata de un plan

O dreapta este inclusd intr-un (sau continutd de un) plan, dacé are daca are toate punctele continute
de plan. Conform A, este suficient ca doua puncte ale unei drepte sa fie continute de un plan pentru ca

dreapta sa fie inclusa sau continuta de plan.

O dreapta este secantd cu un plan, daca dreapta si planul au un M
singur punct comun. Dreapta c este secanta cu planul §, ¢ N f= {M}. ¢

O dreapta este paraleld cu planul, daca dreapta si planul nu au
puncte comune. Dreapta d este paralela cu planul g, d || .

Criteriul de paralelism al unei drepte cu un plan. Dacd o / E\ - /
dreapta este paralela cu o dreapta inclusa intr-un plan, atunci dreap- S B
ta este paralela cu planul sau este inclusa in plan.
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3. Volumul prismei

Volumul cubului. Cu ajutorul cuburilor cu muchiile de 1 cm se [T i
. .. e A . ! I
poate construi: un cub cu muchiile de 2 c¢m, utilizdnd 8 cuburi; un ‘ { = o
cub cu muchiile de 3 ¢cm, utilizdnd 27 cuburi; un cub cu muchiile de [ ]] A%% “THH ‘,1
/

4 cm, utilizand 64 de cuburi.

Cate cuburi cu muchiile de 1 cm sunt necesare pentru a obtine un cub cu muchiile de / cm?

Daca cubul are muchiile de 1 cm se foloseste 1 cub; daca cubul are muchiile de 2 cm — 8 cuburi; daca
cubul are muchiile de 3 cm — 27 cuburi; daca cubul are muchiile de 4 cm — 64 de cuburi. Prin urmare,
pentru a construi un cub cu muchiile de / cm este nevoie de /* cuburi.

Prin definitie, volumul unui cub cu muchiile de o unitate (1 mm, 1 cm, 1 m etc.) este 1 (mrn3, cm’,
m’ etc.) — o unitate cubica.

Volumul unui cub cu muchiile de / unitati (mm, cm, m etc.) este I’ unitati cubice (mm’, cm’, m’ etc.).
Volumul cubului cu muchiile de o lungime oarecare reprezinta numarul de cuburi unitate in care cubul
se poate descompune.

Volumul paralelipipedului dreptunghic. Cu ajutorul cuburilor cu muchiile de 1 cm se pot con-
strui paralelipipede dreptunghice cu dimensiunile de:

1 cm, 1 cm, 2 cm, utilizand 2 cuburi unitate; 3 cm, 1 :
cm, 2 cm, utilizadnd 6 cuburi; 3 cm, 2 cm, 4 cm, utili- : c
zand 24 de cuburi unitate. i ; I
De cate cuburi cu muchiile de 1 cm este nevoie Ml ] il =
pentru a obtine un paralelipiped dreptunghic cu di- a b

mensiunile de a cm, b cm, ¢ cm? Din exemplele de mai sus deducem ca este nevoie de abc cuburi cu
muchiile de 1 cm.

Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de ¢ unitati (mm, cm, m etc.), b unitati
(mm, cm, m etc.), ¢ unitati (mm, cm, m etc.) este abe unitati cubice (mm”’, cm’, m’ etc.). Volumul para-
lelipipedului dreptunghic cu dimensiunile de @ unitati, b unitati, ¢ unitati reprezintd numarul de cuburi
unitate in care se poate descompune paralelipipedul dreptunghic.

Desenul ilustreaza cum se obtine dintr-un paralelipiped drept cu baza un paralelogram oarecare si un
paralelipiped dreptunghic avand aceeasi inaltime, ariile bazelor egale si acelasi volum.

Teorema. Volumul unei pris- =T == ="
me drepte cu indltimea /4 §i aria | l
bazei o7, este 7= ¢/ h. Volumul :
paralelipipedului dreptunghic cu :
dimensiunile a, b, c este 7" = abc. B et T R R - -4

W

\
1\N
\

Suplimentar. Pozitiile relative a doua plane. Plane paralele

Doua plane sunt confundate, daca au trei puncte necoliniare comune sau, — o dreaptd si un punct
exterior ei comune sau, — doud drepte concurente comune sau, — doua drepte paralele comune.

Doua plane cu o dreaptd comuna sunt secante. Conform A5, pentru
ca doua plane sa fie secante este suficient ca ele sa aiba un punct co-

D
mun.Se noteaza: B Ny = DE. o
Doua plane sunt paralele, daca nu au puncte comune.Se noteaza o || p. \ )/ \/ A

Teorema fieridstraului. Dacd o dreapta este paralela cu un plan,
atunci intersectia acestui plan cu orice plan secant cu el si care contine
dreapta datd este o dreapta paraleld cu dreapta data.
Corolar. Intersectiile unui plan cu doua sau mai multe plane paralele sunt drepte paralele.
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10.

11

12.

13.

B Exercitii

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Volumul cubului cu muchiile de lungime / este ...

b) Volumul unei prisme drepte cu aria bazei ... si Indlfimea ...

¢) Un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, ¢ are volumul ...

Aflati volumul unui cub cu muchiile de lungime /, daca:

a)/l=11lcm; b)/=7cm; c¢)/=6cm; d)/=8cm.

Aflati volumul paralelippedului dreptunghic cu dimensiunile:

a)15cm, 12cm, 17 cm; b) 18 cm,9cm, 11 cm; ¢) 13 cm, 18 cm, 19 cm; d) 21 ¢cm, 5 cm, 16 cm.
O prisma triunghiulara are fetele laterale patrate. Aflati volumul prismei, daca are muchiile de Iun-
gime: a) 12cm; b)9cm; c¢)10cm; d)15cm.

Aflati volumul unei prisme triunghiulare regulate, avand muchiile bazelor de lungime / si indl{imea
h, daca:
a)/=6cmsih=12cm;b)/=8cmsih=9cm;c)/=15cmsih=18cm;d)/=4cmsi =14 cm.
Aflati volumul unei prisme hexagonale regulate, avand muchiile bazelor de lungime / si indltimea 4,
daca:
a)/=8cmsih=15cm;b)/=6cmsih=12cm;c)/=9cmsih=11cm;d)/=4cmsi =13 cm.
O prisma dreapta are bazele triunghiuri dreptunghice isoscele cu lungimile catetelor ¢. Iniltimea
prismei este /. Aflati volumul prismei, daca:
a)c=8cmsih=20cm;b)c=12cmsih=25cm;c)c=18cmsi =28 cm;d)c=4cmsih=13 cm.
Aflati volumul unui cub, daca are:

a) oo/, = 100 cm?; b) o7 = 64 cm’; ¢) o= 196 cm’; d) o =324 cm’.

O prisma dreapta are bazele paralelograme cu laturile de lungimi a, b $i un unghi de mésura u. Inél-
timea prismei este 4. Aflati volumul prismei, daca;

a)a=5cm,b=6cm, h=8 cmsiu=30" b)a=7cm, b=3cm, h=10cm siu=60°
c)a=9cm,b=6cm, h=12cm siu=45°, d)a=7cm,b=3cm, h=10cmsiu=150°.
O prisma dreapta are bazele triunghiuri echilaterale cu lungimile laturilor /. Indltimea prismei este 4.
Aflati volumul prismei, daca;

a)l=5cmsi oo = 180 cm?*; b) /=7 cmsi oo/ =315 cm?; ¢)[=9cmsi o =270 cm’.

. Un vas de forma unui cub cu muchiile de 23 cm este plin cu apa. Vasul se goleste in altul de forma

unei prisme triunghiulare regulate, cu muchiile bazei de 30 cm. Ce Inéltime minima trebuie sa aiba
vasul al doilea? (Rotunjiti rezultatele pana la intregi.)

O prisma dreapta are bazele trapeze isoscele cu bazele de 8§ cm si 14 ¢cm si un unghi de 60°. Aflati
volumul prismei, daca inalfimea ei este de 15 cm.

Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 15 cm, 9 cm, 21 cm. In el se asaza cuburi cu muchiile
de 3 cm. Aflati numarul maxim de cuburi ce se pot aseza in paralelipipedul dreptunghic.

Suplimentar. Teoreme de paralelism
Teorema. Daca doud plane sunt paralele, atunci orice dreapta continuta de unul dintre ele este pa-

ralela cu celalalt plan.

Teoremi (Tranzitivitatea paralelismului dreptelor). In spatiu, daci dreptele diferite a si b sunt para-

lele cu dreapta ¢, atunci « || b.

Teorema. Existd un singur plan paralel cu un plan dat si care contine un punct dat, exterior lui.
Tranzitivitatea paralelismului planelor. Doua plane diferite paralele cu un plan sunt paralele.
Teorema. Doua plane paralele determina pe doua sau mai multe drepte paralele segmente congruente.
Corolar (Teorema lui Thales). Trei sau mai multe plane paralele determina pe doua drepte secante

cu planele, segmente proportionale.
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Aflati aria laterala, aria totala si volumul unui cub cu muchiile de lungime /, daca:

a)l=12 cm; b)/=15cm; c)[=17 cm; d) /=28 cm.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile:

a)15cm, 18 cm, 12 cm; b) 9cm, 16 cm, 11 cm; ¢) 14 cm, 15 cm, 16 cm; d) 13 cm, 11 cm, 17 cm.
O prisma triunghiulara are fetele laterale patrate. Aflati aria laterala, aria totala si volumul prismet,
dacd are muchiile de lungime: a) 35 cm; b) 45 cm; ¢) 65 cm; d) 75 cm.

Aflati aria laterala, aria totala i volumul unei prisme triunghiulare regulate, avind muchiile bazelor
de lungime / si inaltimea 4, daca:
a)/=9cmsih=15cm;b)/=15cmsih=21cm;c)/=18cmsiA=25cm;d) /=21 cmsih=12 cm.
Aflati aria laterald, aria totald si volumul unei prisme hexagonale regulate, avind muchiile bazelor de
lungime / si Indl{imea /4, daca:

a)/=9cmsih=T7cm; b)/=6cmsih=8cm; c)/=12cmsih=7cm; d)/=15cmsih=4cm.
O prismi dreapta are bazele triunghiuri dreptunghice isoscele cu lungimile catetelor c. Iniltimea
prismei este 4. Aflati aria laterald, aria totald si volumul prismei, daca:
a)c=11\/§cm$ih=l6cm; b)c=l3\/7cmsih=24cm; c)c=18\/§cmsih=17cm.
O prisma dreapta are bazele romburi cu laturile de lungime @ si un unghi de masura u. Inaltimea
prismei este 4. Aflati aria laterala, aria totald si volumul prismei, daca;

a)a=12cm, h=12 cm siu=30° b)a=16cm, =10 cm siu = 60°;

c)a=9cm, h=14 cm i u=45°; d)a=23cm, h=24 cmsiu=150°.

O prisma dreapta are bazele paralelograme cu laturile de lungimi @, b si un unghi de masura u. Inal-
timea prismei este 4. Aflati aria laterala, aria totala si volumul prismei, daca:

a)a=6cm, b=10cm, h=12cmsiu=30°, b)a=9cm,b=4cm, =10 cm siu=60°
c)a=12cm,b=8cm, h=8 cmsiu =45 d)a=52cm,b=58cm, h=30,18 cmsiu=135°.
O prisma dreapta are bazele romburi cu laturile de lungime « si o diagonala de lungime d. Prisma are
inaltimea 4. Aflati aria laterala, aria totala si volumul prismei, daca:

a)a=25cm,d=48 cm, h =24 cm; b)a=17cm,d =30 cm, 4 =50 cm.
Aflati aria laterald, aria totald si volumul unui cub cu diagonalele de lungime d, daca:
a)d= 93 cm; b)d= 1143 cm; c)d= 15V3 cm; d)yd= 28v3 cm.
O prisma dreapta are bazele trapeze isoscele. Trapezul unei baze are laturile neparalele sunt congru-

ente cu baza mica si o diagonala este perpendiculard pe o laturd neparaleld. Fie b lungimea bazei
mici al unui trapez al unei baze a prismei si 4 indltimea prismei. Aflati aria totala si volumul prismei,
daca: a)b=18cm,2z=15cm; b)b =21 cm, =28 cm; c) b =24 cm, 7 =34 cm.
O prisma dreaptd are bazele trapeze congruente. Trapezul unei baze are baza mica de lungime b,
baza mare — B, diagonalele de lungimi d, si d,. Inaltimea piramidei este 4 inaltimea prismei. Aflati
volumul prismei, dacd: b = 13 cm, B=52 cm, d, =16 cm, d, = 63 cm, 2 = 50,6 cm.

. O piscina are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 7 m, 5 m si 2 m.

a) Ce cantitate de apa este necesara pentru a umple piscina?

b) Cate placi de ceramica de forma unui patrat cu laturile de 30 cm au fost necesare pentru a acoperi
fundul si peretii piscinei?

Un container Inchis are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 3 m, 2 m §i 5 m. Alt

container are forma unei prisme drepte de néltime 6 m, cu bazele trapeze isocele. Bazele trapezului

sunt de 4 m §i 2 m, iar un unghi alaturat bazei mari are 60°.

a) Comparati capacitatile celor doud containere.

b) Comparati cantitatile de tabld necesare confectionarii celor doua containere.



Evaluare

I 1I

1. Aflati numarul tuturor varfurilor unei prisme §liJ 1. Aflai numarul tuturor muchiilor unei prisme
hexagonale. hexagonale.

2. Un cub are muchiile de 7 m. Aflati: 7lil 2. Un cub are muchiile de 6 m. Aflati:

a) aria laterala a cubului; a) aria laterala a cubului;
b) aria totala a cubului. b) aria totala a cubului.

3. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiu- P4l 3. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiu-
nile de 5 m, 7 m si 11 m. Aflati: nile de 6 m, 8 m si 13 m. Aflati:
a) aria laterala a paralelipipedului; a) aria laterala a paralelipipedului;
b) aria totald a paralelipipedului. b) aria totald a paralelipipedului.

4. O prisma triunghiulara are fetele laterale PO} 4. O prismd triunghiulard are fetele laterale
dreptunghiuri congruente. Muchiile bazelor dreptunghiuri congruente. Muchiile bazelor
au 5 m si ndltimea prismei este 12 m. Aflati: au 4 m si ndl{imea prismei este 15 m. Aflati:
a) aria laterala a prismei; a) aria laterala a prismei;

b) aria totald a prismei. b) aria totald a prismei.

5. Aflati volumul: 71l 5. Aflati volumul:

a) unui cub cu muchiile de 9 cm; a) unui cub cu muchiile de 8 cm;

b) unui paralelipiped dreptunghic cu dimen- b) unui paralelipiped dreptunghic cu dimen-
siunile de 7 m, 12 m, 86 m; siunile de 8 m, 11 m, 82 m;

¢) unei prisme regulate triunghiulare cu mu- ¢) unei prisme regulate triunghiulare cu mu-
chiile bazelor de 6 m si Inaltimea 8 m; chiile bazelor de 8 m si Inaltimea 6 m;

d) unei prisme hexagonale regulate cu mu- d) unei prisme hexagonale regulate cu mu-
chiile bazelor de 4 m si ndltimea 18 m. chiile bazelor de 6 m si indltimea 16 m.

6. O prisma dreaptd cu bazele romburi avand §ll 6. O prisma dreapta cu bazele romburi avand
laturile de 60 cm si una dintre diagonale de laturile de 65 cm si una dintre diagonale de
40 cm. Aflati volumul prismei, daca inalgi- 50 cm. Aflati volumul prismei, daca inalti-
mea ei este de 15 cm. mea ei este de 12 cm.

Suplimentar. Drepte perpendiculare. Dreapta perpendiculara pe un plan
Unghiuri cu laturile respectiv paralele. Unghiurile cu

' i « 1 b0 0
laturile respectiv paralele sunt congruente sau suplementare. a M 1
lla,sib]||b; £1 = £0,. Unghiurile /, si O, sunt suplementare. b’

Unghiul a doui drepte in spatiu. Fie dreptele a si b. Prin punctul oarecare P se —a

construiesc a || a, si b || b,. Mdsura unghiului dreptelor a si b este masura unghiului 4, P
ascutit format de ele sau de dreptele a, si b,. b

Doud drepte sunt perpendiculare daca masura unghiului format de ele este 90°. ! b

O dreapta este perpendiculard pe un plan, daca este perpendiculara pe
orice dreapta inclusa in acel plan.

Criteriul de perpendicularitate a unei drepte pe un plan. O dreapta
este perpendiculara pe un plan daca si numai daca este perpendiculara pe doua
drepte concurente continute de acel plan.

Teorema. Existd o singura dreaptd perpendiculara pe un plan intr-un punct
al acestuia.

Teorema. Dreptele perpendiculare pe acelasi plan sau pe plane paralele
sunt paralele.

Unghiul a doui plane. in desen: SN y=d,Ied, a c f, b Cy.asib sunt perpendicularele in / pe dreapta d.

Masura unghiului format de planele [ si y este egala cu masura de cel mult 90° a unuia dintre unghiurile
formate de dreptele a si b.

Plane perpendiculare. Doua plane sunt perpendiculare, dacd unghiul format de ele este drept.
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4. Piramida. Elementele unei piramide. Clasificare

Tetraedrul ABCD este poliedrul determinat de punctele necoplanare 4, B, C, D.

Segmentele: 4B, BC, CD, AD sunt muchiile tetraedrului. Viérfurile lui sunt punctele: 4, B, C, D.
Fetele tetraedrului sunt determinate de trei dintre cele patru puncte. Distanta de C
la Cla (4BD), d(C, (ABD)) este una dintre indaltimile tetracdrului ABCD. Celelalte
inaltimi sunt: d(4, (BCD)), d(B, (ACD)), d(D, (4ABC)).

Tetraedrul ABCD este o piramida triunghiulard cu varful unul dintre cele
patru puncte necoplanare si baza determinata de celelalte trei varfuri ale lui. Te-
traedrul cu toate muchiile congruente se numeste tetraedru regulat. Deoarece lo- D
cul geometric al punctelor egal departate de varfurile unui triunghi este dreapta
perpendiculara pe planul triunghiului si care contine centrul cercului circumscris
triunghiului, rezulta ca proiectia unui varf al tetraedrului regulat pe fata opusa lui
este centrul cercului circumscris acelei fete.

Teorema. Proiectia unui varf al tetraedrului regulat pe planul fetei opuse lui este centrul cercului
circumscris triunghiului acelei fete.

Piramida patrulatera. Poliedrul determinat de patrulaterul ABCD cu punctul V" exterior planului
ABC este piramida cu varful V si baza ABCD, notata VABCD. Muchiile laterale ale piramidei sunt seg-
mentele VA, VB, CV, VD.

Inalfimea piramidei este distanta de la varful ei la planul bazei sale, 4 = d(V, (4BC)).

Piramida pentagonald VABCDE are varful V' si baza sa este determinata de pentagonul ABCDE.

Piramida regulata are baza determinata de un poligon regulat (triunghi echilateral, patrat, pentagon
regulat, hexagon regulat etc.) si muchiile lui laterale sunt congruente.

Teorema piramidei regulate.

a) Proiectia varfului unei
piramide regulate pe planul
bazei piramidei este centrul
ercului circumscris poligo-
nului bazei.

b) Fetele laterale ale
unei piramidei regulate sunt
determinate de triunghiuri
isoscele congruente.

Elementele unei pirami-
de regulate: 4 — findltimea
(distanta de la varf la planul bazei piramidei); / — lungimea muchiilor bazei; R — raza cercului circum-
scris poligonului bazei piramidei; a,— apotema piramidei (indltimea corespunzatoare bazei triunghiului
unei fete laterale a piramidei); a, — apotema poligonului bazei (raza cercului inscris in poligonul bazei).

Suplimentar. Teoreme de loc geometric

Teoremi. in spatiu locul geometric al punctelor egal depirtate de punctele unui cerc este perpendiculara in
M centrul cercului pe planul care contine cercul. M
Corolar. Locul geometric al punctelor egal
departate de varfurile unui poligon inscriptibil
(in particular, un triunghi) este perpendiculara in
E _—X1C centrul cercului circumscris poligonului pe pla- 4
nul care contine acest poligon. B
Teorema. Locul geometric al punctelor din OP
F B spatiu, egal departate de laturile unui poligon cir- a C
cumscris unui cerc (in particular, un triunghi) este
dreapta perpendiculara pe planul care contine poligonul, in centrul cercului inscris in poligon.

128



10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

B Exercitii
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Tetraedrul ABCD este ... b) Tetraedrul MNOP este ...
Fie tetraedrul MNOP. Enumerati:

a) muchiile tetraedrului; b) varfurile tetraedrului;

¢) triunghiurile fetelor tetraedrului; d) Tnaltimile tetraedrului.

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) ... se numeste tetraedru regulat.

b) Proiectia unui varf al tetraedrului regulat pe planul fetei opuse lui ...
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Piramida VABCD ... b) Inaltimea piramidei VABCD ...

¢) Piramida VABCDE ... d) Inaltimea piramidei VABCDE ...
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Piramida regulata ... b) Proiectia varfului piramidei regulate ...

c) Fetele laterale ale unei piramide regulate ...

Fie o piramida regulata. Completati notatiile: a)4... b)/.. c¢)R.. d) a,.. e)a
Reprezentati:

a) piramida triunghiulara regulata VABC; b) indl{imea piramidei; ¢) apotemele piramidei.
Enumerati elementele piramidei regulate VABC.

Reprezentati: a) piramida regulatd VABCD; b) inaltimea piramidei; c) apotemele piramidei.
Enumerati elementele piramidei regulate VABCD..

Reprezentati cubul ABCDMNOP.

a) Construiti piramida VABCD, unde V este centrul patratului MNOP.

b) Construiti inaltimea piramidei.

c) Aflati lungimile muchiilor laterale ale piramidei, daca AB = 8 cm.

Prisma ABCA B C, are fetele laterale patrate.

a) Construifi piramida VABC, unde V este centrul triunghiului 4 B C,.

b) Construiti inaltimea piramidei.

c¢) Aflati lungimile muchiilor laterale ale piramidei, dacd AB = 12 cm.

b

ABCDA B C D, este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c.

a) Construifi piramida VABCD, unde V este centrul dreptunghiului 4 B,C D,.

b) Construiti indltimea piramidei.

c¢) Aflati lungimile muchiilor laterale ale piramidei, dacd a =8 cm, b =12 cm, ¢ = 15 cm.
Prisma ABCA B C, are fetele laterale patrate cu AB = 18 cm.

a) Aflati 4 451 4,C. b) Aflafi indl{imea din B a piramidei 4 ABC.

ABCDMNOP este cub. AB =9 cm.

a) Aflati lungimile laturilor triunghiului MBD. b) Aflati inaltimea din A4 a tetraedrului MABD.
ABCDA B C D, este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c.

a) Aflati 4 B si A,D,dacda=6cm,b=10cm, c =12 cm.

b) Aflafi indlfimea din 4 a tetraedrului 4 ABD.

Fie un poliedru, /' — numarul fetelor poliedrului, m — numarul muchiilor poliedrului, v — numarul
varfurilor si propozitia: m = v + f— 2. Verificati propozitia pentru:

a) un cub; b) un parlelipiped dreptunghic; ¢) o prisma triunghiulara;
d) o prisma hexagonala; e) un tetraedru; f) o piramida patrulatera;
g) o piramida pentagonala; h) o piramida hexagonala.
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5. Suplimentar. Piramide regulate particulare. Relatii intre elemente
Piramida triunghiulara regulata. Fie piramida triunghiulara regulata VABC.
Triunghiul ABC este echilateral, AB=BC=AC=1VA=VB=CV=m; O= |2
V,VO=h, VD=VE=VF= a 0OA = OB = OC = R — raza cercului circumscris;
OD = OF = OF = a, = 0,5R — raza cercului inscris. [ = RV3,R=0,3)13.
Masura unghiului ODV = u, este mdsura unghiului format de fetele laterale cu
planul bazei. Masura unghiului OCV = u, este masura unghiului format de mu- -
chiile laterale cu planul bazei. Unghiul AMC este unghi plan corespunzator un- R
ghiului diedru format de doua fete laterale. Se tine cont ca triunghiul AMC

este isoscel cu baza AC si triunghiul VAB are AM - 114/1 =a, L.
vV

,t’&

[ ]

o C D B C A

0,5/
Piramida patrulatera regulata. Fie piramida patrulatera regulata
VABCD. ABCD este patrat, AB=BC=CD=AD =1L VA=VB=CV=VD=m;
O=DI e, Vs VO=I VE=VF=VG=VH=a;04=0B=0C=0D=R
—raza cercului circumscris patratului ABCD; OF = OF = OG = OH = a, =
0,5/ — raza cercului inscris. [ = R\/E, R= 0,51\/5 .
Masura unghiului OEV = u, este masura unghiului format de fetele latera-
le cu planul bazei. Masura unghiului OCV = u, este masura unghiului for-
mat de muchiile laterale cu planul bazei. Unghiul AMC este unghi plan co-
respunzator unghiului diedru format de doua fete laterale. Se tine cont ca tri-

unghiul AMC este isoscel cu baza AC si trlunghlul VAD are AM - m=a .

NAA

Suplimentar. Teoreme de loc geometric
Unghi diedru. Dreapta d, continutd de planul a, determina semiplanele deschise cu B c/ a
L] .C

EQ

0

frontiera d: (dB si (dC. Figura geometrica formata de doud semiplane cu fron-
tiera comuna este un unghi diedru. In desen unghiul diedru are muchia m

(frontiera comuna) si fetele a i f (semiplanele).
Fie unghiul diedru cu muchia 7 si fetele a si f. Semidreptele ¢ si d sunt per- ‘
pendiculare pe dreapta n in P, ¢ C a sid C f. Ele formeaza un unghi plan al unghiului 0
diedru. Toate unghiurile plane ale unui unghi diedru sunt congruente. ‘
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10.
11.

B Exercitii

VABC este o piramida regulata.

Reprezentati triunghiurile dreptunghice care permit formularea relatiilor

dintre elementele piramidei. Completati:
a) relatia dintre 4, a, sia,;
b) relatia dintre 4, m si R,

¢) relatia dintre m, a, si 0,51

VABC este o piramida regulata. Copiati si completati tabelul:

[ (cm) h(cm) | a (cm) | a, (cm) [ m(cm) | R(cm)
17 8
35 12
26 84
65 33

VABCD este o piramida regulata. Reprezentati triunghiurile dreptunghice
are permit formularea relatiilor dintre elementele piramidei. Completati:

a) relatia dintre 4, a, sia,;
b) relatia dintre 4, m si R,
c) relatia dintre m, a, si 0,51

VABCD este o piramida regulata. Copiati si completati tabelul:
I(em) [ h(em) [ a,(cm) | a,(cm) | m(cm) | R (cm)
13 12
40 9
56 45
61 60

VABC este o piramida regulata. Aflati cosinusul unghiului format de planul unei fete laterale cu
planul bazei piramidei, daca:

a)ym=2v13 cmsi /=12 cm; b)A=8cmsi R=6cm;
c)ap=200m$iab=10\ﬁ cm; d)h=15V3 cmsia, =15 cm.
In conditiile ex. 5, aflati cosinusul unghiului format de o muchie laterala cu planul bazei piramidei.
VABCD este o piramida regulatd. Aflati cosinusul unghiului format de planul unei fete laterale cu
planul bazei piramidei, daca:

g)m=20cm§iR=12cm; b) h=48 cmsi R = 14 cm; c)l=40cm§iaP=21cm..
In conditiile ex. 7, aflati cosinusul unghiului format de o muchie laterala cu planul bazei piramidei.
In conditiile ex. 5, aflati cosinusul unghiului diedru format de doua fete laterale.

In conditiile ex. 7, aflati cosinusul unghiului diedru format de doua fete laterale opuse.

VABCD este o piramida regulata cu médsura unghiului diedru format de fetele laterale opuse de 60°
si a, = 5 cm. Aflati celelalte elemente ale piramidei.
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6. Desfasurarea piramidei. Aria laterala. Aria totala

Desfisurarea tetraedrului regulat. Toate fe- C ¢ ¢
tele tetraedrului regulat, inclusiv baza, sunt triun-
ghiuri echilaterale cu laturile de lungimi /. Aria unui

triunghi este 0,25/°\/3. Aria lateral este 0% = suma
ariilor fetelor laterale =3 - 0,2512 3= 0,7512\/3. D B D 4
Aria bazei este oo/, = 0,25/ *\3. Aria totald este
ool = o) + o%zlz\/g.
Desfasurarea piramidei triunghiulare regulate. Fetele
laterale sunt triughiuri isoscele cu baza de

p
lungime / si 1ndltimea corespunzatoare ei
c c 4, (apotema piramidei). Aria laterald o/
4 = suma ariilor fetelor laterale = perimetrul
bazei x apotema piramidei : 2= 0,5 7" a,
= I,SZap. Aria bazei este: o7/, = 0,251°3.
Aria totala este: o/ = oo/ + oo/ = 1,5la_+
A B t 1 b b4
C

0,25/*3.
B Desfasurarea prismei patrulatere regulate. Fetele
laterale sunt triughiuri isoscele cu baza de lungime / si
inaltimea corespunzatoare ei a, (apotema piramidei).Aria

A o laterald o2 = suma ariilor fetelor laterale = perime-
D
trul bazei x apotema piramidei : 2=0,5 9 - a,= ZZap. Aria bazei
este: o, = I*. Aria totala este: oty = oo+ o4 =2la, + L. K
Aria laterald a unei piramide, o</, este suma 4
ariilor fetelor laterale ale piramidei. DX 7 C
Aria totald a piramidei este o/ = o/, + oo/, ‘ o
Teorema. 1) Aria laterald a unei piramide S
1 — .9 ; X A B
regulate este o7, = 0,5 - 7, a,. Aria totald a b
piramidei regulate este o = 0,5 - a, + o, B
2) Tetraedrul regulat are o2 = 0,75 - I’\3 si 4
oo/ = 173 3) Piramida triunghiulara regulata are o</ = 1,5la, si D c

oo, = 1,5la,+ 0,251 *\3. 4) Piramida patrulatera regulata are o= 2la, si oo = 2la,+ 0,251 g

Suplimentar. Teorema celor trei perpendiculare

Teorema celor trei perpendiculare. Dacdid L o, C =prd,
a C a,D=prC, atunci D = pr B, unde B este un punct oarecare al
dreptei d.

Teorema celor trei perpendiculare (Reciproca I). Daca B ¢ £,

dJ_,B,Bed,C=prﬂB,aCﬂ,D=praB,atunciD=praC. a
Formularea reciprocei cu ajutorul distantelor. | D
Daca B &, BC=d(B, ) si BD = d(B, a), a C §, atunci CD = d(C, a). /4 ¢

Teorema celor trei perpendiculare (Reciproca II). Daca B ¢ f,
Bed,acp, Cep,BCLCD,D=pr B,D=pr C,atuncid L j.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

B Exercitii

ABCD este un tetraedru regulat. Desfasurati tetraedrul cu:
a) AB=2cm; b) AB=3 cm;c) AB =4 cm.

Aflati aria totala a tetraedrului regulat ABCD cu:
a)AB=2cm; b)AB=3cm; ¢c)AB=4cm; c) AB=5 cm.

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Aria laterala a unei piramide ... b) Aria totald a piramidei ...

c) Aria laterala a unei piramide regulate este ... d) Aria totala a piramidei regulate ...
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Piramida triunghiulara regulata are oo = ... §i oo/ = ...

b) Piramida patrulatera regulatd are o</ = ... si o/ = ...

VABCD este o piramida regulata. Desfagurati piramida, daca:

a)l=2cm,m=2,5cm; b)[=2,5cm, m =3 cm; ¢)[=3cm,m=3,5cm.
VABCD este o piramida regulatd. Aflati o2/ si o7, daca:

a)l=3cmsiap=4cm; b)l=80msiap=9crn; c)l=9crn$iap=120m; d)l=50m$iap=8crn.

VABC este o piramida regulatd. Aflati o2/ si o/, dacd: a) /=12 cm si a,= 9 cm;
b)l:14cmsiap=12cm; c)1=llcm$iap=150m; d)l=6cm§iap=100rn.
ABCDMNOP este un cub.

a) Aflati o/ a tetraedrului MABD, daca AB = 8 cm.

b) Aflati o/ a tetraedrului MABD, daca AB =10 cm.

c) Aflati o/ a tetraedrului MABD, daca AB = 11 cm.

d) Aflati <7 a tetraedrului MABD, dacd AB = 12 cm.

ABCDMNOP este cub si V este centrul patratului MNOP. Aflati oo/ si o</, daca:

a) AB =5 cm; b) AB =8 cm; c)AB =12 cm; d)AB=15cm.
Prisma ABCA B C, are fetele laterale patrate. Pentru tetraedrul 4,4BC aflati o< si o</, daca:

a) AB=12cm; b) AB =15 cm; c)AB =18 cm; d) AB =24 cm.
ABCDA B C D, este un cub cu muchiile de lungime m si V este centrul fetei 4,B,C D,. Pentru pira-
mida VABCD aflati o/ si @%/t, dacd:a)ym=12cm; b) m =15 cm; ¢c) m = 18 cm; d) m = 25 cm.

ABCDA B C D, este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Pentru piramida 4 ABC
aflati oo/ si oo/, daca: B

a)a=16cm, b= 1673 cm, ¢ = 16 cm; b)a=12cm, b= 1293 cm, ¢ = 12 cm;
c)a=24cm,b=24\/§cm,c=24cm; dya=12cm, b= 123 em, ¢ = 12 cm.
ABCDA B C D, este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Pentru piramida 4, ABCD
aflati oo/ si oo, daca:

a)a=9cm,b=12 cm, c =8 cm; b)a=10cm, b=24 cm,c= 18 cm;
c)a=16cm,b=30cm,c=11 cm; d)a=14cm, b=48 cm, c =25 cm.
ABCA B|C, este o prisma regulatd cu muchiile bazei de lungime a si inal{imea 4. Pentru piramida

A, ABC aflati oo/ si oo/, daca:

a)a=16cm,h=30cm; b)a=9cm,7=40cm; c)a=11cm, /=60 cm; d)a=13 cm, 7 =84 cm;
e)a=24cm, h=45cm; f)a=14cm, h=48 cm; g)a=18cm, #=80cm; h)a=40cm, 7 =42 cm.
VABCDEF este o piramida regulata. Aflati oo/ si oo/, daca:

a)/=10cmsim=13 cm; b)/=16cmsim=17 cm; c)[=22cmsim=061cm;
dym=13cmsia, = 12V3 cm; eym=17cmsia, = 8V3cem; f)m=29cmsi ab:21\/§ cm.
VABCDEF este o piramida cu inaltimea VA. Aflati o/ si o</, daca:

a)/=5cmsi VA =12 cm; b)/=36cmsi VA =77 cm; ¢)/=9cmsi VA =40 cm.
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7. Volumul piramidei

Descompunerea prismei triunghiulare in tetraedre. Prisma dreapta triunghiulard ABCA B C, se
descompune in tetraedrele: C 4B4,, C\4,BB,, C ABC.

K h XD

Tetraedrul C ABA, poate fi considerat ca fiind piramida cu varful C, si baza ABA . Atunci, indl{imea
saeste d(C,, (4BA,)). Tetraedrul C 4 BB, poate fi considerat ca fiind piramida cu varful C, si baza 4 BB,.
Atunci, inal{imea sa este d(C|, (4,BB,)). Deoarece BAA B, este paraleogram (in particular, dreptunghi),
rezultd cd AABA, = AB\AB si (ABA|) = (A,BB)), de unde d(C , (4BA))) = d(C|, (4,B8B))). Prin urmare,
tetracdrele C ABA, si C A, BB, sunt echivalente, (1).

Tetraedrul C 4 BB, poate fi considerat ca fiind piramida cu varful B si baza 4 B,C,. Atunci, inal-
timea sa este d(B, (4 B,C))). Tetraedrul C ABC poate fi considerat ca fiind piramida cu varful C, si baza
ABC. Atunci, inaltimea sa este d(C,, (4BC)). A4 B ,C, = AABC deoarece triunghiurile bazelor prismei
sunt congruente si d(B, (4,B,C))) = d(C,, (4BC)) = indltimea prismei. Prin urmare, tetraedrele C 4 BB,
si C,ABC sunt echivalente, (2).

(1) si (2) implica: tetraedrele C\ A4BA,, C\4A,BB, si C,ABC sunt echivalente. Prin urmare, volumul fie-
caruia este a treia parte din volumul prismei ABCA B C.,.

Teorema volumului tetraedrului. Orice prisma triunghiulara se descompune in trei tetraedre echi-
valente.

Corolar. Volumul piramidei triunghiulare VABC este — ho%/A ¢ (0 treime din produsul inél‘gimii cu
aria bazei piramidei).

Volumul unei piramide. Piramida VABCD se
poate descompune in doud piramide triunghiulare
avand aceeasi Indltime. O varianta de descompu-
nere este ilustrata in desen.

Rezulta cé: volumul piramidei ABCD = volu-
mul piramidei VADC + volumul piramidei

VABC—*h@Q/ +3 h(ﬂ/

ADC ABC 3 h(o ADC + OﬁZ/ p

ABC ‘ABCD*

Analog se arata ca orice plramlda se descompune in piramide trlunghlulare cu aceeasi indltime si se
obtine un rezultat asemanator.

Teorema volumului piramidei. Volumul piramidei cu indltimea / si aria bazei o/, este 3 h L,

Reprezentarea hexagonului regulat in spatiu

A F A F 4 F A F A F
C D C D C D C D c D
A F A F A F
C D C D C D
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

B Exercitii

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Orice prisma triunghiulara se descompune ...

b) Volumul piramidei triunghiulare VABC ...

¢) Volumul piramidei cu Indlfimea ... si aria bazei ...

Aflati volumul piramidei cu Tndltimea /4 si baza un patrat cu laturile de lungime /, daca:
a)h=5cmsi/=6cm; b)h=12cmsi/=4cm; c)h=15cmsi/=7cm; d)h=16cmsi/=8 cm.
Aflati volumul piramidei cu Tnél{imea / si baza un triunghi echilateral cu laturile de lungime /, daca:
a)h=1lcmsi/=3cm; b)yh=8cmsi/=5cm; c)h=14cmsi/=4cm; d)A=18cmsi/=9 cm.
Aflati volumul piramidei cu inaltimea / si baza un hexagon regulat cu laturile de lungime /, daca:
a)h=13cmsi/=2cm;b)h=15cmsi/=4cm;c)h=16cmsi/=6cm;d)~A=11cmsi/=3 cm.
Aflati volumul piramidei cu Inélfimea / si baza un paralelogram cu laturile de lungimi a, b si un
unghi de masura u, daca:

a)a=5cm,b=Tcm,u=45°si h=15cm; b)a=4cm,b=9cm, u=30°si =18 cm;
c)a=6cm,b=9cm, u=60°si h=20cm; d)a=8cm,b=15cm,u=135°gi h=16 cm.
Aflati volumul piramidei cu inal{imea / $i cu baza un romb cu diagonalele de lungimi d, si d,, daca:
a)d =8cm,d,=12cmsi h=21 cm; b)d =6cm,d, =10 cmsi h=14 cm;
o)d =12cm,d,=7cmsih=13 cm; d)d =9cm,d, =11 cmsi =91 cm.

Aflati volumul unei piramide patrulatere regulate, daca:

a)m=29 cmsi R=20 cm; b)l=120msiap=100rn; c)m=50cmsi/=28 cm.
Aflati volumul unei piramide triunghiulare regulate, daca:

a)ym=36cmsi R=9 cm; b)l=80m$iap=12cm; c)m=28cmsi/=12cm.

Piramida VABC are indltimea VA si baza un triunghi dreptunghic cu ipotenuza BC. Aflati volumul
piramidei cu:

a) VA=12cm,AB=4cmsi AC=15 cm; b) VA=21cm, AB=6cmsi AC=12 cm;
c)VA=18cm, AB=7cmsi AC=13 cm; d) VA=27cm,AB=8 cmsi AC=15cm.
ABCDA B C D, este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Aflati volumul piramidei
A,ABCD:

a)a=6cm,b=16 cm, c =94 cm; b)a=15cm,b=14cm,c=21 cm;
c)a=7cm,b=11cm,c=73 cm; dya=17 cm, b=18 cm, ¢ =303 cm.
Piramida VABCD are muchiile laterale congruente si baza un dreptunghi. Aflati volumul piramidei,
daca:

a) VA=36 cm, AB=15cm, BC= 10 cm; b) VA=25cm, AB=12 cm, BC=8 cm;
c) VA=24 cm, AB=8 cm, BC=6cm; d) VA =36 cm, AB=12 cm, BC =8 cm.
Piramida regulatda VABCD cu VAC triunghi echilateral cu laturile de lungime /. Aflati volumul pira-

midei, daca: a) /=15 cm; b) /=15 cm; ¢) /=24 cm.

Aflati volumul piramidei regulate VABC cu:

a) AB = 6 cm si unghiul format de o fata laterald cu planul bazei de 60°;

b) AB =12 cm si unghiul format de o fata laterala cu planul bazei de 30°;

c) AB = 18 cm si unghiul format de o fata laterala cu planul bazei de 45°;

Piramida VABCD are baza un trapez cu AD = DC = BC = 6 cm si AB = 12 cm. Aflati volumul pira-
midei, daca muchiile laterale ale piramidei sunt congruente si VA = 10 cm.

Piramida VABC are indltimea VA. VBC triunghi echilateral, iar ABC este triunghi dreptunghic cu
unghiul drept A. Aflati volumul piramidei, daca AB = 6 cm.

Aflati volumul unui tetraedru regulat cu muchiile de: a) 12 cm; b) 15 cm; ¢) 8 cm.
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Sinteza

1. ABCD este un tetraedru regulat. Desfasurati tetraedrul, daca: a) AB =2,5cm; b) AB=3,5cm.
2. Aflati aria laterala, aria totala si volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile:
a)15cm, 18 cm, 12 cm; b) 9cm, 16 cm, 11 cm; ¢) 14 cm, 15 cm, 16 cm; d) 13 cm, 11 cm, 17 cm.

Desfasurati piramida regulata VABCD, daca: a) m=3,5cmsil/=5cm;b) m=4cmsil=5,5 cm.

VABC este o piramida regulata.

[/ (cm) h(cm) | a (cm) | a,(cm) [ m(cm) | R (cm)
Copiati si completati tabelul: =
66 65
20 5V3
5. VAB.CI.) e.ste 0 piram?dé regulatd. [ (cm) % (cm) a) (em) [ @, (cm) [ m(cm) | R (cm)
Copiati si completati tabelul:
15 8
56 53

6. Pentru piramida regulatd VABC de la ex. 4 aflati oo, oo/ si 7.

7. Pentru piramida regulatd VABCD de la ex. 5 aflati o</, oo/ si 7"

8. Piramida VABCD are baza un dreptunghi cu dimensiunile a si . Muchiile laterale sunt congruente.
Aflati o7, oo/ si Y, daca:
a)a=40cm, b=16 cmsi V4 =29 cm; b)a=30cm,b=16cmsi V4=17 cm.

9. Piramida VABCD are baza un romb cu inaltimea VO, O — intersectia diagonalelor rombului. Aflati
o, oof, si Y, daca:

a) AC=16cm, BD=30cmsi VB=39 cm; b)AC=14cm, BD=48 cmsi VB =30 cm.

10. Prisma ABCA B, C, are fetele laterale patrate. Pentru tetraedrul 4, 4BC aflati o</, o</ si 9, daca:
a)AB=24cm; b)AB=28cm; c¢)4B=30cm; d)AB=32cm.

11. ABCDMNOP este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunle a, b, c. Veste centrul dreptunghiului
MNOP. Pentru piramida VABCD aflati o/, o/ si 9, daca:
a)a=10cm,b=10cm, c=12 cm; b)a=14cm,b=14 cm, c =24 cm.

12. ABCDA B C D, este un paralelipiped dreptunghic cu dmesiunile a, b, c. Pentru piramida 4 ABCD
aflati oo/, oo/ si 7, daca:
a)a=5cm,b=9cm,c=12 cm; b)a=7cm, b=10cm, c =24 cm.

13. Piramida VABC are indl{imea VA4 sibaza un triunghi echilateral. Aflati o/, o</ si 7, daca:

a) VA=24 cm si AC=10 cm; b) VA=40 cm §i AC=9 cm.

14. Piramida VABCD cu indltimea VA4 are baza un romb. Aflati ¥, daca:

a) AC=12cm, VA =15 cm si m(£BAC) = 120°;
b) AC= 183 cm, V4 =12 cm si m(£BAC) = 60°

15. Piramida VABCD are baza un trapez inscris intr-un cerc cu diametru 4B. Muchiile laterale ale pira-

midei sunt congruente. Aflati %, daca:

a)AD=16.cm, BD= 16v3 cm si VA formeaza cu planul bazei un unghi de 60°;
b)AD =18 cm, BD=18\3 cm si V4 formeaza cu planul bazei un unghi de 30°;
¢)AD=21cm, BD=21+/3 cm si VA4 formeazi cu planul bazei un unghi de 45°.
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Evaluare

I 11
Desfasurati un tetraedru regulat cu muchiile K[l Desfasurati un tetraedru regulat cu muchiile
de 2,7 cm. de 3,2 cm.
Aflativolumul unei piramide cubaza un pétrat [ Aflativolumul unei piramide cubaza un patrat
cu laturile de 15 cm si indltimea piramidei de cu laturile de 16 cm si indltimea piramidei de
18 cm. 21 cm.
Aflati volumul unei piramide cu baza un tri- | Aflati volumul unei piramide cu baza un tri-
unghi echilateral cu laturile de 12 cm si indl- unghi echilateral cu laturile de 8 cm si inalfi-
timea piramidei de 20 cm. mea piramidei de 15 cm.
O piramida patrulaterd regulata are /=12 cm Py O piramida patrulatera regulata are 4= 15 cm
sia, =5 cm. Aflati: si a, = 8 cm. Aflati:
a) aria laterald a piramidei; a) aria laterala a piramidei;
b) aria totala a piramidei; b) aria totald a piramidei;
¢) volumul piramidei.. c) volumul piramidei.
O piramidé triunghiulard regulata are / = Pf O piramida triunghiulard regulatd are / =
24 cm si m = 37 cm. Aflati: 18 cm si m =41 cm. Aflati:
a) aria laterald a piramidei; a) aria laterald a piramidei;
b) aria totala a piramidei; b) aria totald a piramidei;
¢) volumul piramidei. ¢) volumul piramidei.
Piramida VABCD are baza un dreptunghi. Pfy Piramida VABCD are baza un dreptunghi.

Muchiile laterale sunt congruente. VA =
68 cm, AB=64 cm, BC=120 cm.

Muchiile laterale sunt congruente.V4A =
37 cm, AB =70 cm, BC =24 cm.

Aflati:

a) aria laterala a piramidei;
b) aria totald a piramidei;
¢) volumul piramidei.

Aflati:
a) aria laterala a piramidei;
b) aria totald a piramidei;
¢) volumul piramidei.
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8. Trunchiul de piramida. Elemente. Clasificare
14 14 Intersectand piramida VABC cu planul a || (ABC)
se obfine ABCA B C, un trunchi de piramida de

A\ A\
/ C'j,'é\"@l\f ! 7 / € 45;\21 B, 7 indltime 4, si piramida V4 B C, de indl{ime hp. Pi-
/ N 1

ramida initiala i noua piramidd sunt asemenea
/%\ si coeficientul lor de asemanare este egal cu ra-
i\ portul Tndltimilor lor. Bazele celor doua piramide

sunt bazele trunchiului de piramida.

Inaltimea trunchiului de piramidi este distanta
de la un punct al planului bazei mici pana la planul
bazei mari (distanta de la punct la proiectia sa pe
planul bazei mari).

Trunchiul de piramida regulata rezulta prin intersectarea unei piramide regulate cu un plan paralel
cu planul bazei. Bazele trunchiului de piramida sunt poligoane regulate cu acelagi numar de laturi (tri-
unghiuri echilaterale, patrate, pentagoane regulate, hexagoane regulate etc.) si muchiile lui laterale sunt
congruente.

Teorema. Trunchiul de piramida ce provine dintr-o piramida regulatd are muchiile congruente si
dreapta determinata de centrele cercurilor circumscrise poligoanelor bazelor trunchiului este perpendicula-
ra pe planele bazelor. Fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulata sunt trapeze isoscele congruente.

Elementele unui trunchi de piramida regulata: 4, — indl{imea este segmentul determinat de centrele
bazelor trunchiului; /, — lungimea muchiilor bazei mari; /, — lungimea muchiilor bazei mici; R, — raza
cercului circumscris bazei mari a trunchiului de piramidd; R, — raza cercului circumscris bazei mici a

~~~~~

unui trapez isoscel); a, — apotema poligonului bazei mari (raza cercului inscris in poligonul bazei mari);
a, — apotema poligonului bazei mici (raza cercului inscris in poligonul bazei mici).

&

Diagonalele hexagonului regulat

Hexagonul regulat ABCDEF este inscris intr-un cerc de raza R.
AD = BE = CF =2R; AC = CE = AE = BD = DE = BE = lungimea
laturilor triunghiului echilateral inscris in cercul de razi R = R\3.
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B Exercitii

1. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Inaltimea trunchiului de piramida este ...
b) Trunchiul de piramida regulata rezulta prin intersectarea ...
2. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Trunchiul de piramida ce provine dintr-o piramida regulata are ...
b) Fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulata ...
3. Copiati si completati semnificatiile notatiilor:
a)h—.., bl,—.; ol—.; dHDR,—..; R —..;, DHa-.. ga,—..; ha—..
4. Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Trunchiul de piramidda ABCDA B,C D, ...

b) Iniltimea trunchiului de pirarnilde'l1 AIBCDAlB]C D, ..

¢) Trunchiul de piramidd ABCDEA B C D|E, ...

d) Inaltimea trunchiului de piramida ABCDEA B CDIE, ...
5. Reprezentati un trunchi de piramida triunghiulara si notati elementele trunchiului pe desen.
Reprezentati un trunchi de piramidd patrulaterd si notati elementele trunchiului pe desen.

b

7. ABCA B C, este un trunchi de piramida regulata. Recunoasteti elementele trunchiului care sunt ele-
mente ale patrulaterului:

a) ABB A ; b) ADD A, unde D este mijlocul [BC], iar D, este mijlocul [B C|].

8. ABCDA B ,C D, este un trunchi de piramida regulatd. Recunoasteti elementele trunchiului care sunt
elemente ale patrulaterului:

a) ABB A ; b) ACC\A,;  c¢) EFF E ,unde E este mijlocul [4B], F este mijlocul [CD], E| este
mijlocul [4 B ], iar F| este mijlocul [C D ].

9. Reprezentati un trunchi de piramidd hexagonald regulata si notati elementele trunchiului pe desen.

10. ABCDEFA B,C D E F | este un trunchi de piramidd regulatd. Recunoasteti elementele trunchiului
care sunt elemente ale patrulaterului: a) ABB 4,;

b) ACCA,; ) ADD A ; d) AEE A}; e) GHH,G,, unde G este mijlocul [AB], H este mijlocul [DE],
G, este mijlocul [A B ], iar H, este mijlocul [DE ].

11. ABCDA B C D, este un trunchi de piramida regulata. Enumerati patrulaterele care se obtin prin
intersectarea trunchiului cu un plan care contine indltimea trunchiului si una dintre diagonalele lui
ABCD.

12. Fie trunchiul de piramida regulatd ABCDEFA B, C D E F,. Enumerati patrulaterele care se obtin prin
intersectarea trunchiului cu un plan care contine indlfimea trunchiului si una dintre diagonalele lui
ABCDEF.

13. Aflati aria unuia dintre patrulaterele construite in ex. 11, daca:

a)h, = 7N3 em, AC = 14 cm si un unghi are 60°;
b) & =14 cm, AC = 28 cm si un unghi are 30°;
¢) h,=18 cm, AC = 18Y2 cm si un unghi are 45°.

14. Aflati aria unuia dintre patrulaterele construite in ex. 12, daca:
a)h,=15cm, AC= 1542 cm si un unghi are 45°;
b) h,=24 cm, AC = 48 cm si un unghi are 30°;

c)h = 1643 ¢m, AC =32 cm si un unghi are 60°.

139



9. Relatii intre elementele trunchiului de piramida regulata. Facultativ

Trunchiul de piramida triunghiulara regulata. Fie trunchiul de piramida
regulatd ABCA B C,. Triunghiurile ABC si 4 B,C, sunt echilaterale cu 4B = [, si

AB =1;AA4 = BB =CC =m; Osi O, sunt centrele cercurilor circumscrise tri-
unghiurilor ABC si 4, B,C |, OO, = h; DD, = EE, = FF =a; 04=0B=0C=
R;OD=0E=0F=a,=05R,. [, = RB\B, R, = 0,(3)13\/3; OD =0FE =

OF =a,=05R.1=R\3,R =0,3)3.

Masura unghiului ODD, = u, este masura unghiului format de fetele late-

rale cu planul bazei mari. Masura unghiului OCC = u, este masura unghiului

format de muchiile laterale cu planul bazei mari.

0,5/
a R D 'y B,
0I b D] OI b Cl !
m
h, h, i h, h, (s a, 4, !
u N u P
OT M4 D 0 L] || 2 D L [ B
=4, R R R, 0,51, 0,51,
aB B O’SIB

Trunchiul de piramidi patrulatera regulata. Fie trunchiul de pi-
ramida patrulatera regulatd ABCDA B,C D . ABCD si A B,C D, sunt patra-
te, AB=1,514 B, =1; AA, = BB = CC, = DD =m; O si O, sunt centrele

cercurilor circumscrise patratelor ABCD si A B,C D,, OO = h; EE, =
FF,=GG,=HH =a;04=0B=0C=0D= R; OE=0F=0G=
OH=a,=05l,.1,=RN2,R,=0,5I\2; OE,=0,F,=0G, =0H =
a,=0,5R,.1, = R\2, R, = 0,5/\2. Masura unghiului ODD, = u, este

masura unghiului format de fetele laterale cu planul bazei mari. Masura

unghiului OCC| = u, este masura unghiului format de muchiile late-

rale cu planul bazei mari.

a R

0, ——\E 0, ——
m
non| \a h| oo, r
M| u N u
o 414; E o ATR ;
B b -
aB RB B b

N

05, 5

t at mt

1 P 5
0,51, 05— 05

Teorema. Relafii intre elementele trunchiului de piramida regulata: %, si a, — a, sunt lungimile

catetelor unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza de lungime a; &, si R, — R, sunt lungimile catetelor

unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza de lungime m ; a, si 0,5/, — 0,5/, sunt lungimile catetelor unui

triunghi dreptunghic cu ipotenuza de lungime m,

140



B Exercitii

1. ABCA B C, este un trunchi de piramida regulatd. Reprezentafi triunghiurile
dreptunghice care permit formularea relatiilor dintre elementele trunchiului.
Completati:
a) relatia dintre 4, a, $i x = a, — a,; b) relatia dintre h, m siy =R, — R,;
¢) relatia dintre m, a, s1z= 0,5/, —0,5/,.
2. ABCA B\C, este un trunchi de piramidd regulata.
Copiati, completati tabelul si aflati /,:

1, (em) [ (1, 1,) em) [, (em) | @, (em) [ (a,~ @) (em)| m, (em) [(R, ~ R,) (em)
18 20 26
12 8 10
6 80 58
12 12 13

3. ABCDA B C D, esteuntrunchide piramidaregulatd. Reprezentafi triunghiu-
rile dreptunghice care permit formularea relatiilor dintre elementele trun-
chiului. Completati:

a) relatia dintre 4, a, $ix = a, —a,; b) relatia dintre h, m sy =R, — R,;

¢) relatia dintre m,, a, iz = 0,51, — 0,5, D
4. ABCDA B C.D, este un trunchi de piramida regulata.

Copiati, completati tabelul si aflati /,:

1, (em) | (1) (em) [ B, (em) | @, (cm) |(a,~a,) (om)| m, (cm) |(R, = R,) (cm)
16 24 20
12 48 50
20 40 21
4 9 15

5. ABCA,B C, este un trunchi de piramida regulata. Aflati cosinusul unghiului format de planul unei
fete laterale cu planul bazei trunchiului, dacd: a) a, = 15sih,= 12;b) a,=125i h, =9;¢) a, = 19si h = 11.

6. 1In conditiile ex. 5, aflati cosinusul unghiului format de o muchie laterala cu planul bazei mari a trun-
chiului de piramida regulata.

7. ABCDA B C D, este un trunchi de piramida regulata. Aflati cosinusul unghiului format de planul
unei fete laterale cu planul bazei trunchiului, daca:
a)a,=2lsih =15, b) a,=25sih = 16; c)a,=18sih =14, d)a,=31sih =24,

8. In conditiile ex. 7, aflati cosinusul unghiului format de o muchie laterala cu planul bazei mari a trun-
chiului de piramida regulata.

9. ABCDA B,C D, este un trunchi de piramida regulata. Trapezul ACC A, are indltimea 6 cm, AC =
14v3 cm si unghiul A de 60°. Aflati elementele necunoscute ale trunchiului de piramida.
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10. Desfasurarea trunchiului de piramida. Aria laterala. Aria totala (Facultativ)

Desfasurarea trunchiului de piramida
triunghiulara regulata. Fetele laterale ale
trunchiului sunt trapeze isoscele cu bazele
de lungimi /, [, iar Tndltimile a,. Aria latera-
1d oo/ = suma ariilor fetelor laterale = (pe-
rimetrul bazei mari + perimetrul bazei mici)
x apotema trunchiului : 2 =0,5(%,+ 9°) - a,
= 1,5(1, + [,)a,. Ariile bazelor trunchiului de
piramida sunt oo/, = 0,25(/,)"\3 si o7, =
0,25(1,)'\/3. Aria totald a trunchiului de pira-
mida este o/ = o/ + o/ + o, = 1,5(1, +

2 2 [~
1)a,+0,25(1.)\3 +0,25(1)\3.

Desfasurarea trunchiului de piramida
patrulatera regulata. Fetele laterale ale trun-
chiului sunt trapeze isoscele cu bazele de lun-
gimi /, si/,, cu indlfimile a,. Aria laterala oo/ =
(perimetrul bazei mari + perimetrul bazei mici)
x apotema trunchiului : 2= 0,5(%, + %) a,
=2(l, + [,)a,. Ariile bazelor trunchiului de pi-
ramida sunt o/, = (/ B)z si o = (lb)z. Aria to-
tald a trunchiului de piramida este o= oo/ + o7,
+ oot = o= oof + oo, =21, + L)a,+ (1) + (LY.

Aria lateralad a unui trunchi de piramida,
o, este suma ariilor fetelor laterale ale trun-
chiului de piramida. Aria totald a trunchiului de piramida este o/ = oo/ + oo/, + %/,

Teoremad. 1) Aria laterald a unei piramide regulate este o/ = 0,5(%, + 7)) a,. Aria totald a trun-
chiului de piramida regulata este o/ = 0,5(%, + %) a,+ o/, + o,

2) Trunchiul de piramida triunghiulara regulata are ariile B

ot =1,5(, + 1)a, si o/ = 1,5(L,+ L)a, + 0,25(1,)'\3 +0,25(,)"V3.
3) Trunchiul de piramida patrulatera regulata are ariile
. 2 2
ooy =2(l,+ )a,si o/ =2(1,+1)a + (1) + ().

Problema rezolvata

O omida se deplaseaza pe toate fetele laterale ale unei pramide regulate VABC cu muchiile laterale
de 20 cm, din varful 4 si ajunge din nou in 4, astfel Incat traiectoria are lungimea minima.

a) Descrieti traiectoria si aflati lungimea ei.

v
b) Marcati intersectiile traiectoriei cu muchiile: VB, CV.
c) Aflati distanta de la varful V' pana la traiectorie. M N
WA
B c

Rezolvare. In desen este reprezentata suprafata laterald a cubului. 4
VABC. Cea mai scurtd traiectorie este un segment.
a) Traiectoria este segmemtul 44 =2 - 20 - cos 30° = 2043 cm.

b) punctele M, N.
c¢) Distanta de la J pana la traiectorie este VP. VP=VA :2 =10 cm.
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10.

11.

12.

13.

14.

B Exercitii

. ABCA B\C, este un trunchi de piramida regulata. Desfagurati trunchiul de piramida regulata, care se

obtine din tetraedrul regulat VABCD cu:

a) AB=4cm, daca AA =2 cm; b) AB=5cm, daci AA =2,5cm;
¢) AB =6 cm, daca AA =3 cm; d) AB =8 cm, daca AA =4cm.
Copiati si completati propozitiile adevarate;

a) Aria laterald a unui trunchi de piramida ...b) Aria totala a trunchiului de piramida ...

¢) Aria laterald a unui trunchi de piramida regulata este ...

d) Aria totald a unui trunchi de piramida regulata ...

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Trunchiul de piramida triunghiulara regulatd are o7, = ... §i o/ = ...

b) Trunchiul de piramida patrulatera regulatd are o/ = ... si o/ = ...

ABCA B C, este un tetraedru regulat. Aflati raportul dintre aria laterald a tetraedrului si a trunchiului
de piramida pentru fiecare dintre situatiile de la ex. 1.

AAflati aria totald a trunchiului de piramida care se obtine dintr-un tetraedru regulat la ex. 1.

Aflati raportul dintre aria totala a tetraedrului si aria totald a trunchiului de piramidé care se obtine
dintr-un tetraedru regulat la ex. 1.

ABCDA B ,C\D, este un trunchi de piramida ce se obtine din piramida regulatd VABCD cu [VA] =
[4B]. Desfagurati trunchiul de piramida cu: a) AB =4 cm §1 A4, =2 cm;
b)AB=5cm§iAA1=2,5cm; c)AB=6cm§iAA1=3cm; d)AB=8cm§iAA1=4cm.
ABCDA B C\D, este un trunchi de piramida ce se obtine din piramida regulatda VABCD cu [VA] =
[4B]. Aflati raportul:

a) ariilor laterale ale piramidei §i triunchiului de piramida de la ex. 7;

b) ariilor totale ale piramidei si triunchiului de piramida de la ex. 7.

ABCDA B C\D, este un trunchi de piramida regulata. Aflati o/ si o</, daca:

a)l,=6cm,/, =2cmsia =4cm; b)/,=12cm,/, =4 cmsia =5 cm;
c)l,=13cm,/, =4 cmsia =6cm; d)l,=15cm,/, =8 cmsia, =9 cm.
ABCA B C, este un trunchi de piramida regulatd. Aflati o7 si o/, daca:

a)l,=10cm,/, =3 cmsia =7 cm; b)/,=15cm,[, =2 cmsia =12 cm;
¢)l,=16cm,[, =6cmsia =8 cm; d)l,=2lcm,/, =12 cmsia, =8 cm.
VABC este o piramida cu ABC triunghi echilateral si inalfimea V4. ABCA B C, este un trunchi de pira-
mida ce se obtine din piramida. Aflati o/, daca:

a)AB=8cm, VA=12cm i A4, =6 cm; b) AB=9 cm, VA= 14 cmsi A4 =7 cm;
) AB=6cm, VA =16 cmsi A4 = 8 cm; d)AB=5cm, VA =18 cmsi A4, =9 cm.
VABC este o piramida cu ABC triunghi dreptunghic isoscel cu ipotenuza BC si inaltimea piramidei
este VA. ABCA B C, este un trunchi de piramida ce se obtine din piramida VABC. Aflati o</, daca:
a) AB=12cm, VA =24 cmi A4, = 8 cm; b) AB=16 cm, VA=26 cm$i A4, =13 cm;
c)AB=4cm, VA=15cmsi A4, =9 cm; d)AB=8cm, VA =12 cm $i A4, =4 cm.
VABCD este o piramida cu ABCD patrat si indltimea piramidei este V4. Din piramida VABCD se
obtine ABCDA B,C D, un trunchi de piramida. Aflati o</, daca:

a)AB=9cm, VA=16 cmsi A4, =8 cm; b)AB="7cm, VA=24 cmsiAA4 =12 cm;
c)AB=11cm, VA =28 cmsi A4, = 14 cm; d)AB=3cm, VA =30 cmsi A4 =15 cm.
VABCD este o piramida cu ABCD romb si indltimea piramidei este VA. Din piramida VABCD se

obtine trunchiul de piramidd ABCDA,B,C D, prin intersectarea ei cu un plan paralel cu (ABC) la
distanta de 0,(6) VA. Aflati OSZ{, daca AC=24 cm, BD=10cm, VA =15 cm.
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11. Volumul trunchiului de piramida (Facultativ)

Piramide asemenea. Fie piramida V4ABCD. Un plan paralel cu planul bazei
intersecteaza muchiile laterale VA, VB, CV, VD respectiv in punctele 4, B, C,, D,.
Se obtin perechile de tetraedre asemenea: VABC si VA B C,; VACD si VA C\D,.

1
Pentru cele doua perechi de tetraecdre asemenea coeficientul de asemanare este

d(V, (4BC)) . o , R
dV,(4B,C)) " k. Prin urmare, piramidele VABCD si VA B,C D, se descompun in

tetraedre respectiv asemenea. Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal
cu patratul coeficientului de asemanare:

Q%BC _ @%CD _ Q%BC+ QQ{ACD _ OQ{ABCD = )2 (1). Rezultd ci d(V, (4B0)) . O%BCD
QQZA‘B,C, Q‘Q//;q,qD, OQ/A,B,Q + OQ‘/AIC,Q Q%IB,C‘D, ’ . d(v;, (4 1B1C1)) Q%,B,C.Dl
Y. . ool Suma ariilor fetelor VABC
—2L— =3, (2). In plus, —- = 2

o * Suma ariilor fetelor VAIB IC . a

VA,B,C\D, “va,B,

Piramide asemenea. Doua piramide sunt asemenea, daca ele se descompun in tetraedre asemenea
avand acelasi coeficient de asemanare.

Teorema. Raportul ariilor bazelor a doua piramide asemenea = raportul ariilor lor laterale = raportul
ariilor lor totale = patratul coeficientului de aseméanare. Raportul volumelor a doua piramide asemenea
= cubul coeficientului lor de asemanare.

o 1 1 143 O = O )

Volumul trunchiului de piramida este: 7 =7, , VVAIB] ey 3

qT
VABCD, _ 13 _ N — (13 — 1\0
k”—1,deunde 7= (k" — 1) VVA‘B,C,D,’ 4).

V4,B,C\D,

) o 1
Dyascp = 3 hO’%BCD; K vABCD, 3 hl QQ{A,B,C,D\; ht = (k- 1)h1’ (5). h=d(V, (4BC)), hl =d(V, (AIBICI))'

oy _
VABCD
g

(3) implica:

(@) 5i (3) implica: 7= 3 h(k>+k+ 1)/, , ., . (6).

A,B,C\D,
. © < 12 / _ / /
(1) implica: QX/ABCD =k @%IB,CID]’ k@‘%lBlch, - OQ/I;BCDQ%IBICIDI’ ().
. . N | )
(6) si (7) implica: 7= 3 h (A e * \ X isep O%IB,C,D, + Q%.BICID)‘
Se tine cont ¢d o, , = o, si o, , ., = o Rezultd c&: 7= 0,(3)h (%, + 4| et cof, + o).

Teorema. Volumul trunchiului de piramida cu inaltimea 4, si ariile bazelor oo/, si o, este:

1 , ,
=3 h(cty+ \echoeh, + o).

O furnica se deplaseaza pe toate fetele laterale ale unui cub ABCDA B,C,D, cu muchiile de 8 cm, din
varful 4 pand in 4, astfel incat traiectoria are lungimea minima.

a) Descrieti traiectoria si aflati lungimea ei.

b) Marcati intersectiile traiectoriei cu muchiile: BB,, CC,, DD,.

Problema rezolvata

c) Aflati distanta de la fiecare acest punct pana la planul (4BC). 4, B, ¢ D, 4,
Rezolvare. In desen este reprezentata suprafata laterala a cubului. P
e
a) Traiectoria este diagonala 44, = 82 cm. b) punctele M, N, P. 4 B C D A
MB 8 1
¢) AAMB ~ A44 A (Conform TFA) = IR R Rezulta: MB =2 cm: NC=4 cm; PD =6 cm.
1
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10.

B Exercitii

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Doua piramide sunt asemenea daca ...

b) Raportul ariilor bazelor a doud piramide asemenea = ...

¢) Volumul trunchiului de piramida ...

O piramida de inaltime % se intersecteaza cu un plan paralel cu planul bazei. Aflati aria totala a pira-
midei obtinute, daca:

a) aria totala a piramidei este 1 236 cm? gi noua piramida are indltimea 0,54;

b) aria totald a piramidei este 5 310 cm? si noua piramida are inaltimea 0,(3)4;

¢) aria totala a piramidei este 384 ¢m? §i noua piramida are inaltimea 0,25/;

d) aria totala a piramidei este 5 200 cm? si noua piramida are inaltimea 0,14.

O piramida de inaltime / se intersecteaza cu un plan paralel cu planul bazei. Aflati volumul trunchiu-
lui de piramida care se obtine, daca:

a) volumul piramidei este 2 568 cm?® si noua piramida are inaltimea 0,54;

b) volumul piramidei este 1 512 cm® si noua piramida are inaltimea 0,(3)#;

¢) volumul piramidei este 960 cm® si noua piramida are inaltimea 0,254;

d) volumul piramidei este 3 000 cm® si noua piramida are inaltimea 0,14.

Un trunchi de piramida s-a obtinut dintr-un tetraedru regulat. Aflati volumul tetraedrului, daca:

a) volumul trunchiului de piramida este 84 cm? si inatimea lui este 0,54, & — inalfimea tetraedrului;
b) volumul trunchiului de piramida este 676 cm? si inatimea lui este 0,(3)4, & — indltimea tetraedrului;
¢) volumul trunchiului de piramida este 630 cm?® si indtimea lui este 0,254, & — inaltimea tetraedrului;
d) volumul trunchiului de piramida este 372 cm? si inatimea lui este 0,24, & — inalfimea tetraedrului.
Un trunchi de piramida s-a obtinut dintr-o piramida triunghiulara. Aflati volumul piramidei care s-a
obtinut in acelasi timp cu trunchiul, daca:

a) volumul trunchiului de piramida este 210 cm?® si inatimea lui este 0,54, & — indltimea tetraedrului,
b) volumul trunchiului de piramida este 260 cm? si inatimea lui este 0,(3)4, /2 — indltimea tetraedrului.
ABCA B C, este un trunchi de piramida regulatd. Aflati volumul trunchiului, daca:

a)l,=7cm, [, =3 cmgih =38 cm; b)l,=9cm, [, =4 cmsih =6cm;
¢)l,=10cm,/, =4 cmsia =9 cm; d)/,=12cm, [, =5cmsia,=4cm.
ABCDA B,C\D, este un trunchi de piramida regulata. Aflagi volumul trunchiului, daca:
a)l,=1lcm,/,=2cmsih =12 cm; b)/,=6cm,[, =2cmsih =9 cm;
¢)l,=10cm, ], =3 cmsia, =4 cm; d)l,=12cm,/,=4cmsia =6 cm.

ABCA B C, este un trunchi de piramida cu bazele triunghiuri dreptunghice isoscele. Aflati volumul
trunchiului cu inalfimea /4, daca:

a)AB=AC=15cm, A B =7 cmgih =8 cm; b) AB=AC=21cm,A B =5cmsih =6cm,
c)AB=AC=16cm, 4 B =6 cmsih =9 cm; d)AB=A4C=24cm,A B, =8cmsih =15cm.
ABCDA B C\D, este un trunchi de piramida cu bazele dreptunghiuri. Aflagi volumul trunchiului cu
indl{imea £, daca:

a)AB=12cm,BC=8 cm, 4 B =3 cmsih =12 cm;

b) AB=10cm, BC=6cm, 4 B =5cmsih =13 cm;

)AB=15cm, BC=9cm, 4 B =3 cmsih =7 cm;

d)AB=18 cm, BC=15cm, 4B =6 cmsih,=9 cm.

ABCA B C, este un trunchi de piramida cu bazele triunghiuri dreptunghice (unghiul 4 este drept).
Aflati volumul trunchiului, daca:

a) AB=15cm, AC=21 cm, A B, =5 cm si indltimea piramidei din care provine trunchiul este de 24 cm;
b) AB =24 cm, AC=12 cm, 4B, = 6 cm si Indl{imea piramidei din care provine trunchiul este de 28 cm.
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Sinteza (Facultativ)
1. ABCA B, C, este un trunchi de piramida regulata. Completafi tabelul si aflati /,:

[, (cm) | (/;= 1)) (cm) | h, (cm) | a,(cm) |(a,~a,) (cm)| m, (cm) |(R,— R,) (cm)

12 12 20

6 20 29

2. ABCDA B C D, este un trunchi de piramida regulata. Completati tabelul si aflafi /,;:

[, (cm) (I~ 1) (cm) [ A (cm)| a, (cm) |(a,~a,) (cm)| m (cm) [(R,— R,) (cm)
82 16 20
20 48 50

3. ABCA B C, este un trunchi de piramida regulata. Aflati:
a)a,sim,daca l,= 18 cm, /, = 12 cm si trapezul ABB A, are unghiul 4 de 60°;
b)a,sim,dacal =18 cm, [, = 12 cm si trapezul ABB A, are unghiul 4 de 45°
4. ABCDA,B,C D, este un trunchi de piramida regulata. Aflati:
a)a,sim,dacal, =16 cm, [, = 12 cm si trapezul ABB A, are unghiul 4 de 30°;
b)a,sim,dacal, =20 cm, [, = 14 cm si trapezul ABB A, are unghiul 4 de 45°.
5. ABCDA B ,C D, este un trunchi de piramida care se obtine din piramida regulatd VABCD cu [VA] =
[4B]. Desfasurati trunchiul de piramida cu: a) AB =6 cm §1 A4, =3 cm; b) AB=7 cm $i A4 =2 cm.
6. ABCDA B C D, este un trunchi de piramida regulatd. Aflati o7/ si o/, daca:
a)l,=15cm, [/, =5 cmsia =8 cm; b)/,=18cm,/, =3 cmsia =9 cm.
7. ABCA B C este un trunchi de piramida regulata. Aflati o7/ si o</, daca:
a)l,=25cm,[,=5cmsia =12cm; b) [, =26 cm, [, =11 cm sia, = 18 cm.
8. O piramida de inaltime % se intersecteaza cu un plan paralel cu planul bazei. Aflati aria totala a pira-
midei obtinute, daca:
a) aria totala a piramidei este 456 cm? si noua piramida are inaltimea 0,54;
b) aria totala a piramidei este 540 cm? §i noua piramida are inaltimea 0,(3)A.
9. O piramida de inaltime / se intersecteaza cu un plan paralel cu planul bazei. Aflati volumul trunchiu-
lui de piramida care se obtine, daca:
a) volumul piramidei este 624 cm® si noua piramida are inaltimea 0,5%;
b) volumul piramidei este 729 cm® si noua piramida are inaltimea 0,(3)%.
10. Aflati volumul unui trunchi de piramida triunghiulara regulata, daca:

a)l,=24cm,/, =15cm, h =12 cm; b)/,=12cm, [, =8 cm, 7, =15 cm.
11. Aflati volumul unui trunchi de piramida patrulatera regulata, daca:
a)l,=28cm, [, =17 cm, h =8 cm; b)/,=16cm,/, =12 cm, 2, =9 cm.

12. ABCDA B ,C D, este un trunchi de piramida cu bazele dreptunghiuri. Aflati volumul trunchiului cu
indlfimea 4, daca: a) AB =24 cm, BC=10 cm, 4 B, = 6 cm §i i, = 8 cm;
b) AB=20cm, BC=12c¢m, 4 B =4 cmsih =15 cm.

13. ABCA B,C, este un trunchi de piramida cu inal{imea 44, si bazele triunghiuri dreptunghice (unghiul
A este drept). Aflati o7 si 7, daca AB =30 cm, AC =40 cm, 4 B, = 6 cm si indltimea piramidei din
care provine trunchiul este de 10 cm.
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Evaluare

I

. Aflati volumul trunchiului de piramida
patrulaterd regulatd, dacd /,= 18 ¢cm, [, =
16 cm, A, = 15 cm.

. Aflati aria totala a trunchiului de pirami-
da patrulatera regulatd, dacd /, = 25 cm,
[,=12 c¢m, a,= 10 cm.

. Aflati volumul trunchiului de piramida
triunghiulara regulata, dacd /, = 16 c¢m,
[,=12cm, h,= 18 cm.

. Aflati aria totala a trunchiului de pirami-
da triunghiulard regulatd, daca/,=16 cm,
[,=8cm,a =12 cm.

O piramida de indltime % se intersectea-
za cu un plan paralel cu planul bazei.
Aflati aria totalda a piramidei obtinute,
dacad aria totala a piramidei este 288 c¢cm?
si noua piramida are indltimea 0,54.

O piramida de indltime % se intersectea-
za cu un plan paralel cu planul bazei.
Aflati volumul trunchiului de piramida
care se obtine, dacd volumul piramidei
este 1 280 cm? si noua piramida are inal-
timea 0,254.

. Un trunchi de piramidd triunghiulara
regulatd are /, = 29 cm, [, = 21 cm, m, =
25 cm. Aflatia, si h,.

. ABCDA B C D, este un trunchi de pira-
mida cu bazele dreptunghiuri. Aflati vo-
lumul trunchiului cu inalfimea s, daca
AB =32 cm, BC=12cm, 4 B, =8 cm si
h,=9 cm.

Problema rezolvata

Piramida regulata VABCD are AC = 2442 cm si unghiul CVA4 este drept.

a) Aflati volumul piramidei.

b) Aflati aria laterala si aria totald a pramidei.
Rezolvare. Triunghiul CVA este dreptunghic isoscel. VO este inaltimea
triunghiului CVA este si indltimea piramidei VABCD, (1).

I

(] 1. Aflati volumul trunchiului de piramida

patrulaterd regulatd, dacda /, = 20 cm,
[,=15cm, h,= 12 cm.

. Aflati aria totala a trunchiului de pirami-

da patrulaterd regulatd, dacd /, = 24 cm,
[,=14 cm, a,=8 cm.

. Aflati volumul trunchiului de piramida

triunghiulara regulata, dacd /, = 20 c¢m,
[,=16 cm, h,= 15 cm.

. Aflati aria totala a trunchiului de pirami-

da triunghiulard regulatd, daca/, =18 cm,
[,=8cm, a =15 cm.

O piramida de indltime % se intersectea-
za cu un plan paralel cu planul bazei.
Aflati aria totalda a piramidei obtinute,
dacad aria totala a piramidei este 324 cm?
si noua piramida are indltimea 0,54.

O piramida de indltime % se intersectea-
za cu un plan paralel cu planul bazei.
Aflati volumul trunchiului de piramida
care se obtine, dacd volumul piramidei
este 1 024 cm? si noua piramida are inal-
timea 0,254.

. Un trunchi de piramidd triunghiulara

regulatd are /[, = 27 cm, [, = 23 cm, m, =
24 cm. Aflatia, si h,.

. ABCDA B,C D, este un trunchi de pira-

mida cu bazele dreptunghiuri. Aflati vo-
lumul trunchiului cu inalfimea 4, daca
AB =28 cm, BC =16 cm, 4 B =7 cm si
h,= 10 cm.

0 C

a) VO=AC:2=122 cmsi VA = CV =24 cm, (2). Patratul ABCD are AC =242 cm, (3). (3)

implicd: AB = 24 cm, (4). (1) si (4) implicd: 7= 0,(3) - 24" - 1242 cm’ =2 304 V2 cm’.

b) (1) si (4) implica: fetele laterale ale piramidei sunt triunghiuri echilaterale, (5). (5) impli-
ciio/ = (4 - 24" V3 1 4) cm’ = 576\3 cm’. e/ = 5763 cm’ + 576\/3 cm’ = 576(1 +3) em’,
Rispuns: a) 7= 2 304 2 cm’. b) o/ = 576\3 em’. oo/ = 576(1 +\3) em’.
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Suplimentar
1.

In desen: M & (ABC); MA L (ABC); [AD] este diametru al cercului conti-

nut de (4BC); B, C, E, F sunt puncte ale cercului de diametru AD. Aratati ca:

a) MB L BD;

b) MC L CD;

c) ME L DE;

d) MF L FD.

In desen: ABCD este dreptunghi; M & (ABC); MA L (ABC); N & (ABC);

NC L (4BC). Aratati ca:

a) MB L BC;

b) MD L CD;

c) NB L AB;

d) ND L AD.

In desen: ABCD este patrat; M & (ABC); MA L (ABC); O este centrul pa-

tratului.Aratati ca:

a) MB L BC;

b) MD L DC;

c) MO 1 BD.

ABCDEF este hexagon regulat. M & (ABC); MA L (ABC).
Aratati ca:

a) MB 1L BD;b) MC LCD;

c) ME 1L DE; d) MF L FD.

ABCDEF este hexagon regulat. M ¢ (ABC); MA L (ABC). Construiti:

a) pr,. M; b) pr_, M. B'

Indesen: B¢ f,acp, C= pr, B, D=pr,C. Justificati ca D = pr B :

si aflati BD, daca: |

a) BC=20 cmsi CD = 15 cm; - /
b) BC=12cmsi CD =5 cm; ¢ /D
¢) BC=20cmsi CD =21 cm. B g

Indesen: B¢ p,acp, C= pr, B, D =pr B. Justificati ca D = pr C
si aflati CD, daca:

a) BC=10cmsi BD =15 cm; b) BC=8 cmsi BD=12 cm; B
c)BC=15cmsi BD=18 cm; d) BC=16 cm si BD =25 cm.
Indesen: B¢ g, Bed,acp,Cep,BC L CD,D=pr, B,D=pr,C.

Aflati BC, daca:

a)BD=15cmsi CD=8cm;b) BD=18 cmsi CD =15 cm; C D
c)BD=20cmsi CD=16 cm;d) BD=21cmsi CD = 14 cm. B a

Fie cubul ABCDA,B,C D,. Construiti diagonalele fetelor cubului si aflafi:

a) d(4,, 0), O — centrul patratului ABCD, dacd 4B =35 cm;

b) d(B, O)), O, — centrul patratului 4 B C D, daca AB =12 cm;

¢) d(C,, 0,), O, — centrul patratului 4BB 4, daca AB =20 cm.

o

10. ABCDEF este hexagon regulat. M ¢ (ABC), MA L (ABC). Aflati:

a) d(M, BE), daca AM =12 cm si AB =8 cm; b) d(M, CD), daca AM =20 cm §i AB=5 cm;
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

¢) d(M, FD), daca AM =24 cm si AB =6 cm; d) d(M, ED), daca AM =16 cm si AB =4 cm.
Fie ABCDEF este hexagon regulat. M ¢ (4BC), MA L (ABC). Aflati:
a) d(M, BF), daca AM =14 cm si AB =2 cm;

b) d(M, CE), daca AM =15 cm si AB =3 cm;

¢)d(M, EF), daca AM =16 cm si AB =5 cm.

ABCD este romb, M ¢ (4BC), MA L (ABC). Aflati:

a) d(M, BD), AM =21 cm, AC=6 cm, BD = 8 cm;

b) d(M, DC), AM =24 cm, AC =24 cm, AB =18 cm.

in desen: cercul de centru O siraza R, continut de planul a; 4, B, 4 C
sunt puncte ale ¢(0, R); M ¢ a, O = pr, M. Aflati: 0 B

a) AM, MB, MC, daci OM =40 cm si R =9 cm; ¢ ¢

b) AM, MB, MC, daca OM =20 cmsi R=21 cm;

c) AM, MB, MC, daca OM =40 cm si R =24 cm.

in desen: cercul de centru / siraza r, inscris in triunghiul ABC D, E, F sunt punc-
tele de tangenta ale ¢(/, r) cu laturile triunghiului ABC. Aflati:

a) DM, ME, MF, daca IM =25 cmsir=20cm,;

b) DM, ME, MF, daca IM =36 cmsir=15cm;

c) DM, ME, MF, daca IM =32 cmsir=10cm.

ABCDesteromb,M & (ABC),MI L (ABC),I—intersectiadiagonale-

lor; E, F, G, H sunt punctele de tangenta ale cercului inscris cu laturile
rombului. Aflati: B A
a) IM, dacd ME =29 cm si r = 20 cm; F

b) IM, daca MF =24 cm sir=_8cm;
c) ME, daca MI=15cmsir=7cm. G
ABCD este patrat, M ¢ (ABC), MI L (ABC), I — intersectia diagonalelor; E, F, G, H sunt punctele de
tangenta ale cercului Inscris cu laturile patratului. Aflati:

a) IM, daca ME =26 cm §i AB =16 cm;

b) MF, daca IM =18 cm si AB =12 cm;

c) AB, daca IM =40 cm si MG =41 cm.

Fie piramida VABC cu muchiile laterale congruente, [VA] = [VB] = [CV], R — raza cercului circum-
scris triunghiului ABC. Aflati:

a)d(V, (ABC)) daca VA =15cm, R =6 cm;

b) VB, d(V, (ABC))=12 cm, R =5 cm;

)R, d(V, (ABC)) =18 cm, CV =24 cm.

Fie piramida VABC cu muchiile laterale congruente, [VA] = [VB] = [CV], R — raza cercului circum-

scris triunghiului echilateral ABC, r — raza cercului inscris in triunghiul ABC. Aflati:

a) d(V, (ABC)) daca VA =24 cm, r =4 cm;

b) d(V, (ABC)) daca CV'=9 cm, AB =15 cm;

¢) VB daca d(V, (ABC)) =32 cm, R =10 cm.

Fie piramida V4ABC cu muchiile laterale congruente, [VA] = [VB] = [CV], R — raza cercului circum-
scris triunghiului ABC. Aflati:

a)d(V, (4BC))daca VA =40 cm, R=10 cm; b) VB daca d(V, (ABC))=14cmsi AB=5 cm.
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Modulul

9 ‘ Corpuri de rotatie

1. Cilindrul circular drept. Elementele unui cilindru circular drept

Multe dintre obiectele din jur au forma unui cilindru circular drept.
Desenele urmatoare ilustreaza legatura dintre prisma dreapta si cilindrul circular drept.

1 1 |
1 1 i
I 1 T |
1 1 | |
1 1 | |
I S L 4-L 4

o

1

1

I

1
A-44

v - - - —

O prisma regulata cu bazele poligoane cu 12 laturi aproximeaza mai bine un cilindru circular
drept decat una cu bazele poligoane cu 8 sau 6 laturi. O prisma regulata cu bazele poligoane cu
100 de laturi aproximeaza cilindrul circular drept mult mai bine. Legétura dintre prisma dreapta si
cilindrul circular drept permite sa identificim: bazele cilindrului — discuri circulare continute de
plane paralele; inaltimea cilindrului — distanta dintre planele bazelor; dreapta care contine centrele
bazelor este perpendiculara pe planele lor. o p

Generarea cilindrului circular. Prin rotatia D T ¢ Dy \C D C
dreptunghiului ABCD in jurul axei OO’ se obtine
un cilindrucircular drept cu sectiunea axiala drep-
tunghiul ABCD si diametrul bazelor AB, respectiv
CD. In aceste conditii, [AD] si [BC] sunt genera- 4 0 B
toare ale cilindrului.

Prin rotatia dreptunghiului in jurul dreptei ADsau 4B se obtine de
fiecare datd un cilindru circular drept.

Cilindrul circular drept: are planele bazelor perpendiculare
pe dreapta determinatad de centrele bazelor; bazele sunt discuri
circulare de raza r = AO; generatoarea AD are lungimea g (este 4
numita tot generatoare); distanta dintre baze este lungimea seg-
mentului OO’ = h; cilindrul circular drept are g = 4.

bazele ci-

ratoarea lindrului

Suplimentar. Problema rezolvata

Piramida VABCD are baza rombul ABCD cu AC =30 cm, BD =40 cm B
sid(V, BC) =26 cm. Aflati volumul pramidei, daca VA este inaltimea pi-
ramidei.

Rezolvare. Fie VM L BD. Teorema celor 3 perpendiculare (Rec.I) implica
AM 1 BD. Se calculeaza AB si AM, indltimea rombului din formula ariei rom-
bului. 15, 20, 25 - triplet pitagoreic. Rezulta AB =25 cm. 25 - AM =30-40:2
implicd AM = 24 cm. Triunghiul dreptunghic AVM are laturile de 10 m, 24 m,

26m.7"=0,3)- VA - oo, =0,(3)-10-30-40: 2 cm’ =2 000 cm’. A M p

Rispuns: 2 000 cm’.
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B Exercitii

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Cilindrul circular drept are planele bazelor ...

b) Bazele cilindrului circular drept ...

¢) Cilindrul circular drept are g = ...

Copiati si completati propozitiile adevarate: a) g—... b)r —...c) h— ...

Precizati ce se obtine rotind:

a) un dreptunghi in jurul uneia dintre axele sale de simetrie;

b) un patrat in jurul uneia dintre axele sale de simetrie;

¢) un dreptunghi in jurul uneia dintre laturile sale.

Precizati ce se obtine rotind:

a) in jurul axei sale o prisma triunghiulara regulata:

b) in jurul axei sale un cub;

¢) in jurul axei sale un paralelipiped dreptunghic;

d) 1n jurul axei sale o prisma hexagonala regulata.

Precizati ce se obtine rotind:

a) in jurul uneia dintre muchiile sale laterale o prisma triunghiulara regulata;

b) in jurul uneia dintre muchiile sale laterale un cub;

¢) in jurul uneia dintre muchiile sale laterale un paralelipiped dreptunghic.

Precizati ce se obtine rotind:

a) in jurul uneia dintre muchiile bazei sale un cub;

b) in jurul uneia dintre muchiile bazei sale un paralelipiped dreptunghic.

Precizati relatiile dintre elementele:

a) patratului si cele ale cilindrului ce se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre axele sale;

b) patratului si cele ale cilindrului ce se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre laturile sale;

¢) dreptunghiului si cele ale cilindrului ce se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre axele sale;
d) dreptunghiului si cele ale cilindrului ce se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre laturile sale.
Precizati relatiile dintre elementele:

a) cubului si cele ale cilindrului ce se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre axele sale;

b) cubului si cele ale cilindrului ce se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre muchiile sale late-
rale;

¢) paralelipipedului dreptunghic si cele ale cilindrului care se obtine prin rotatia lui in jurul uneia
dintre axele sale;

d) paralelipipedului dreptunghic si cele ale cilindrului care se obtine prin rotatia lui in jurul uneia
dintre muchiile sale laterale.

Precizati relatiile dintre elementele:

a) prismei triunghiulare regulate si cele ale cilindrului care se obtine prin rotatia ei in jurul axei sale;
b) prismei triunghiulare regulate si cele ale cilindrului care se obtine prin rotatia ei in jurul uneia
dintre muchiile sale laterale;

¢) prismei hexagonale regulate si cele ale cilindrului care se obtine prin rotatia ei in jurul axei sale;
d) prismei hexagonale regulate si cele ale cilindrului ce se obtine prin rotatia ei in jurul uneia dintre
muchiile sale laterale.
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2. Aria laterala, aria totala, volumul cilindrului circular drept

Aria laterala si aria totala a cilindrului cir-
cular drept. Desfasurandsuprafata laterald a unui ci-
lindru circular drept cu generatoarea g si raza cercu-

lui unei baze r, se obtine un dreptunghi cu dimensi- D C

unile g si 2zr. Prin urmare, o</ = 27rg.

Ariile bazelor cilindrului circular drept sunt g g
— 2
Aria totald a cilindrului circular drept este: A B

ol = ool + 20cf, = 2mrg + 2mr’ = 2mr(g + r).
Teorema. Un cilindru circular drept cu generatorea g si raza cercurilor bazelor 7 are:
oot = 2nmrg si @%/'t: @%{-i- 200, = 2mrg + 2mr® = 2mr(g + 7).

Volumul cilindrului circular drept. Fie cilindrul circular drept cu inél{imea / D c
si razele bazelor r. Legatura dintre prisma dreapta si cilindrul circular drept permite sa $
se aplice formula volumului prismei drepte pentru a stabili formula de calcul a volumu-
lui cilindrului circular drept.

Aria unei baze a cilindrului circular drept este oo/, = .

Prin urmare, volumul cilindrului circular drept este 7"= oo/, h= zr ’h. 4 B

Teorema. Volumul unui cilindru circular drept avand ndltimea /4 §i raza cercurilor bazelor » este
V= oA h= mr’h.

Probleme rezolvate. 1) Aflati volumul unui cilindru circular drept cu oo/ = 176z cm® si o/ = 4187 cm’.

Rezolvare. oof)— o</ =242x cm?, (1). (1) implica: R=11 cmsi g=/=8 cm, (2). (2) = ¥=968x cn’.

2) Aflati aria totald a cilindrului circular drept cu o7 = 930z cm* si 7= 6 9757 cm’.

Rezolvare. 7": oo =7,5 cm, (1). (1) implicd: R = 15 cm si g = h =31 cm, (2). (2) = o7 =1380n cm’.

Sectiuni in cilindrul circular drept

a) Fie cilindrul circular drept cu indl{imea /4 si raza cercurilor bazelor r. Intersec- D C
tand cilindrul circular drept cu un plan paralel cu planul unei baze se obtine un cerc de
raza r. Aria sectiunii este aria discului circular de raza r.

b) Intersectand cilindrul circular drept cu un plan care contine axa

drept. Oricare din aceste sectiuni este un dreptunghi cu dimensiunile
2r si h. Daca h = 2r, atunci se obtine un patrat.
¢) (Suplimentar) Intersectand cilindrul circular drept cu un plan FGH, paralelecu axa

une se poate afla daca se cunoaste distanta O'P de la O' la planul FGH. Se tine cont ca
raza perpendiculard pe o coardd contine mijlocul coardei si al arcului corespunzitor si se obtine: 7 =
O'P*+0,25HTI.

Problema rezolvata

Aflati aria laterala, aria totald si volumul cilindrului circular drept care se obtine rotind in jurul
laturii AB, dreptunghiul ABCD, daca perimetrul dreptunghiului este 34 cm si AC = 13 cm.

Rezolvare. AB=a cm si BC=b cm, (1). (1) implicd: a + b=34:2sid’ + b’ =169, (2). (2) implici:
a+b=17sia +b =169, (3). (3) implica: a + b =17 si 2ab =289 — 169, (4). (4) implica: a + b =17
si ab = 60, (5). Sistemul (5) are solutiile ecuatiei: z° — 17z + 60 = 0, S = {5, 12}, (6). (6) implicd: a = 5
sib=12;a=12sib=5.Dacd R=12cmsig=h=5 cm, atunci oo/, = 1207 cm’, @91{=408ncm2 siy
=300z cm’. Dacd r=5 cm si g = & = 12 cm, atunci oot = 1207 cm’, oo, = 1707 em’ si = 7207 cm’.
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10.

11.

12.

13.

14.

B Exercitii

Desfasurati un cilindru circular drept cu:

a)r=2cmsig=2cm; b)r=2cmsig=3cm; c)r=25cmsig=1cm.
Copiati si completati propozitiile adevarate: a) Aria laterald a cilindrului circular drept ...

b) Aria totala a cilindrului circular drept ... ¢) Volumul cilindrului circular drept ...
Aflati aria laterald, aria totald si volumul cilindrului circular drept cu:

a)r=12cmsig=8 cm; b)r=15cmsig=10 cm; c)r=18cmsig=>5cm;
d)r=24cmsig=15cm; e)r=17cmsi g=20 cm; f)r=19cmsig=30cm.
Aflati aria sectiunii axiale a unui cilindru circular drept, daca:

a)r=28cmsig=22cm; b)r=24cmsig=26cm; c)r=31cmsig=39 cm;
d)r=42cmsig=48 cm; e)r=61cmsig=69cm; f)r=53cmsig=57 cm.

Aflati aria intersectiei unui cilindru circular drept cu un plan paralel cu planul uneia dintre bazele
sale, daca:a) r=9cmsig=3cm;b)r=12cmsig=4cm;c)r=15cmsi g=2 cm.
Facultativ) Aflati aria unei sectiuni cu un plan paralel cu axa, a unui cilindru circular drept, daca:
a) =16 cm, g = 6 cm, distanta de la centrul unei baze pana la planul de sectiune este 2 cm;

b) r=18 cm, g = 8 cm, distanta de la centrul unei baze pana la planul de sectiune este 3 cm;

c) r=15cm, g =9 cm, distanta de la centrul unei baze pana la planul de sectiune este 4 cm;

d) r=12 cm, g = 18 cm, distanta de la centrul unei baze pana la planul de sectiune este 6 cm.
Aflati aria laterala, aria totald si volumul cilindrului circular drept care se obtine rotind un patrat:
a) cu laturile de 8 cm 1n jurul uneia dintre axele sale;

b) cu laturile de 12 c¢cm in jurul uneia dintre axele sale;

¢) cu laturile de 16 cm in jurul uneia dintre axele sale;

d) cu laturile de 22 cm in jurul uneia dintre axele sale.

Aflati aria laterald, aria totald si volumul cilindrului circular drept care se obtine rotind un patrat:
a) cu laturile de 24 cm in jurul uneia dintre laturile sale;

b) cu laturile de 15 cm in jurul uneia dintre laturile sale;

c) cu laturile de 9 cm in jurul uneia dintre laturile sale.

Aflati aria laterald, aria totala si volumul cilindrului circular drept care se obtine rotind in jurul me-
diatoarei segmentului 4B, dreptunghiul ABCD:

a)ycudB=16cmsi BC=11 cm; b)cu AB=24 cmsi BC=13 cm;
c)cudB=12cmsi BC=15cm; d)cudB=18cmsi BC=9 cm.
Aflati aria laterald, aria totald si volumul cilindrului circular drept care se obtine rotind in jurul
laturii 4B, dreptunghiul ABCD:

a)cudB=15cmsi BC=9 cm; b)cudB=13cmsi BC=16 cm;
c)cudB=9cmsi BC=18 cm; dycudB=14cmsi BC=5cm.
Aflati aria totala si volumul unui cilindru circular drept cu:

a)g=13cmsi o/ =442z cm’; b)g=21cmsi o/ =1218zcm?’; c)g=28 cmsi o =364 cm’.

Aflati volumul unui cilindru circular drept cu:

a) oo, = 80x cm’* si o/, = 1307 cm?; b) o= 104z cm® si oo/ = 1807 cm?*;
¢) o= 154m cm® §i o/ = 2527 cm?’; d) oo/ =216m cm* si o/, = 378w cm”.
Aflati aria totala a cilindrului circular drept cu:

a) oo, =240m cm® i 7= 1 9207 cm’; b) oo/ =286m cm® si 7= 1 5737w cm?;
¢) o, = 1987 cm’* si 7= 891z cm’; d) o =360m cm® si 7= 2 1607 cm’.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul cilindrului circular drept cu o sectiune axiala:

a) un patrat cu o diagonala de 28 cm; b) un patrat cu o diagonala de 72 cm.
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Sinteza

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Desfasurati un cilindru circular drept cu: a) r=1cmsig=4cm; b) r=1,5cmsi g=3 cm.

Aflati aria laterala, aria totald si volumul cilindrului circular drept, daca:

a)r=16cmsig=12cm; b)r=18cmsig=11 cm; c)r=23cmsig=15cm.
Aflati aria sectiunii axiale a unui cilindru circular drept, daca:

a)r=12cmsi h =8 cm; b)r=9cmsih=13 cm; c)r=13cmsih=13 cm.

Aflati aria intersectiei unui cilindru circular drept cu un plan paralel cu planul uneia dintre bazele
sale, daca:

a)r=16cmsig=11cm; b)r=18 cmsig=23 cm; c)r=15cmsig=_8 cm.
Aflati aria laterala, aria totald si volumul cilindrului circular drept, daca:

a) aria sectiunii axiale a cilindrului este 510 cm’ si 7= 17 cm;

b) aria sectiunii axiale a cilindrului este 756 cm” si 7 = 18 cm.

Aflati aria unei sectiuni paralele cu axa, a unui cilindru circular drept, daca:

a) r=17 cm, g =9 cm, distanta de la centrul unei baze pana la planul de sectiune este 3 cm;

b) »=19 cm, g = 12 cm, distanta de la centrul unei baze pana la planul de sectiune este 5 cm.
Aflati aria totald si volumul cilindrului circular drept cu:

a)h=17 cm i o/ =306z cm’; b)h=7cmsi oo/ =518rcm’; ¢)h=12cmsi oo/ = 6247 cm’.

Aflati volumul apei dintr-o conducta cilindrica avand:
a) diametrul = 1 m si lungimea = 10 km; b) diametrul =5 dm si lungimea = 100 m;
¢) diametrul = 5 ¢cm si lungimea = 15 m; d) diametrul = 8 dm si lungimea =250 m.

Aflati capacitatea unei cisterne, daca:

a) diametrul ei este de 1,5 m si are lungimea de 8 m;

b) diametrul ei este de 3 m si are lungimea de 12 m.

Aflati aria tablei din care sunt confectionate cisternele de la ex. 9.

O piscina are forma de cilindru circular drept. Aflati capacitatea ei, daca:

a) are diametrul de 16 m si adancimea de 2,5 m;

b) are diametrul de 20 m si adancimea de 3 m.

Suprafata piscinei din ex. 11 se vopseste pentru impermeabilizare. O cutie de vopsea ajunge pentru a
acoperi 5 m’ din suprafata piscinei. Aflati numirul minim de cutii cu vopsea care trebuie procurate.
Un acvariu cilindric are diametrul de 50 cm si Tndltimea de 45 cm. Apa din el se toarna Intr-un vas
de forma unui paralelipiped dreptunghic cu bazele de dimensiuni 50 cm si 25 cm. Aflati ndl{imea
minima a vasului paralelipipedic.

O cisterna cilindrica are diametrul de 3 m si lungimea de 8 m. Suprafata ei trebuie acoperita cu un
strat de vopsea de 5 mm. Pentru aceasta trebuie procurate cutii de vopsea cu diametrul de 50 cm si
inaltimea de 70 cm. Aflati cat costd procurarea numarului minim de cutii cu vopsea, daca o cutie
costa 185 lei.

Dintr-un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 45 cm, 45 cm, 90 cm se confectioneaza un cilin-
dru circular drept eliminand cantitatea minima de material. Aflati volumul minim de material care
trebuie inlaturat.

Dintr-o prisma triunghiulara regulata cu muchiile bazelor de 48 c¢m si indlfimea de 75 cm se confec-
tioneaza un cilindru circular drept eliminand cantitatea minima de material. Aflati volumul minim
de material care trebuie inlaturat.

Dintr-o prisma hexagonala regulatd cu muchiile bazelor de 15 cm si inaltimea de 8,2 dm se confecti-
oneaza un cilindru circular drept eliminand cantitatea minima de material. Aflati volumul minim de
material care trebuie inlaturat.
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Evaluare

Desfasurati un cilindru circular drept cu » ji 1.

=2cmsih=3cm.

Aflati aria laterala, aria totala si volumul
cilindrului circular drept, avand » = 9 cm
sig=16cm.

Aflati aria sectiunii axiale a unui cilindru
circular drept, daca r=15cm i A =9 cm.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul
cilindrului circular drept, avand 2 =7 cm
si aria unei sectiuni paralele cu planul
unei baze 697 cm?..

Aflati aria laterala, aria totala si volumul
cilindrului circular drept, daca aria sectiu-
nii axiale a cilindrului este 630 cm® si r =
21 cm.

Aflati aria totald si volumul cilindrului
circular drept, dacd # = 24 c¢cm §i o/, =
5287 cm?.

Aflati aria unei sectiuni cu un plan paralel
cu axa, a unui cilindru circular drept, daca
r=16 cm, g = 18 cm, distanta de la cen-
trul unei baze pana la planul de sectiune
este 5 cm.

I
Desfasurati un cilindru circular drept cu r
=3 cmsih=2cm.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul
cilindrului circular drept, avand » = 8 cm
sig=17 cm.
Aflati aria sectiunii axiale a unui cilindru
circular drept, daca r =16 cm si 4 =8 cm.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul
cilindrului circular drept, avand 2 = 6 cm
si aria unei sectiuni paralele cu planul
unei baze 1967 cm?.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul
cilindrului circular drept, daca aria sectiu-
nii axiale a cilindrului este 690 cm® si r =
23 cm.
Aflati aria totald si volumul cilindrului
circular drept, dacd # = 19 ¢cm si o, =
9887 cm?.

Aflati aria unei sectiuni cu un plan paralel
cu axa, a unui cilindru circular drept, daca
r=15cm, g =17 cm, distanta de la cen-
trul unei baze pana la planul de sectiune
este 4 cm.

Puncte 0-5 624 24-32 33-55

Nota 2 3 4 5

56-65 66-75 7685 8695 96-100

Din istoria matematicii

Euler. A fost unul dintre cei mai mari matematicieni din istoria matematicii.
S-anascut la 15 aprilie 1707 in Elvetia la Basel si a avut un contact nemijlocit

cu o familie de matematicieni celebri, Bernoulli. Tatal sau a studiat matematica cu

Jacob Bernoulli si a fost primul profesor de matematica al lui Leonhard. A studiat matematica cu

Johann Bernoulli.

In 1725 fiul lui Johann Bernoulli, Nicolaus a fost invitat in Rusia, la St. Petersburg, unde in 1726

a venit si Leonhard Euler.

In perioadele 17261741 si 1766—1783 a lucrat la Academia din St. Petersburg, iar in perioada

1741-1766 s-a aflat la Academia din Berlin.

Toata activitatea lui a fost consacratd matematicii pure sau aplicate. Ea nu a fost intrerupta de
pierderea unui ochi in 1725 si nici de pierderea celui de la doilea ochi in 1766. Dotat cu 0 memorie
extraordinara (calcula pana la 13 zecimale), dupa ce a orbit, si-a dictat lucrarile.

In timpul vietii lui au fost publicate 530 de lucrari. Dupa aceea numarul lor a ajuns la 886.

Leonhard Euler (1707-1783)

Multe din rezultatele remarcabile din matematica sunt atribuite lui Leonhard
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3. Conul circular drept. Elementele conului circular drept

Multe dintre obiectele pe care le folosim amintesc de conul circular drept.
Desenele urmatoare ilustreaza legatura dintre piramida regulata si conul circular drept.

ADM L

O piramida regulata cu baza un poligon regulat cu 12 laturi aproximeaza mai bine un con circular
drept decat una cu baza un octogon regulat sau un hexagon regulat. O piramida regulata cu baza un po-
ligon regulat cu 100 de laturi aproximeaza conul circular drept mult mai bine decat cele enumerate mai
sus. Legatura dintre piramida regulata si conul circular drept permite sa identificim: baza conului — un
disc circular; varful conului; inaltimea conului — distanta de la varful conului la planul bazei lui; dreapta
determinata de varful conului si centrul bazei este perpendiculara pe planul bazei conului.

Generarea conului circular drept. 4 14
Rotind triunghiul dreptunghic OAV in
jurul dreptei OV, se obtine un con cir-
cular drept cu sectiunea axiala triun-
ghiul isoscel VAB si raza bazei OA.
[4V] si [VB] sunt generatoare ale co- y 5 4 Y B

nului. Rotind triunghiul dreptunghic in X

jurul catetei O4, se obtine, de asemenea, un con circular drept. g gene- = ngl%lllui
Conul circular drept: proiectia varfului pe planul bazei este centrul aces-  ratoare baza

teia; baza conului este un disc circular de razd r = AO; generatoarele VA conului

si VB au lungimile g (este numita tot generatoare); indltimea este distan-

ta de la varful conului la baza acestuia si este egala cu lungimea segmen- 4

tului VO =h; g*=r>+h’.

Problema rezolvata
Piramida regulata VABCD are AC = 12\% cm si unghiul CVA de 120°. 4
a) Aflati volumul piramidei. A ,

b) Aflati aria laterala si aria totala a pramidei. o
Rezolvare. Triunghiul CVA este isoscel cu unghiurile 4 si C de 30°. VO
este Tndltimea triunghiului CVA este si indltimea piramidei VABCD, (1). E

a) VO=0C:\3 =(AC:2): V3 =6\2 emsi V4 = CV = 1242 em, (2). Patratul ABCD are AC = 1246
em, (3). (3) implica: 4B = 1243 cm, (4). (1) si (4) implicd: 7= 0,(3) - (12v3)" - 6v2 cm® = 86242 cm’.

b) Fata VAB are VE — mediand, CV = 12N2 cm, EB = 673 cm, (5). (5) implica: VE = 635 cm, (6). (6)
implica: e/ = (4 -12V3 - 6V5 : 2) em’ = 14415 em’. o/ = 1443 cm’ + 432 em’ = 14433 (1 +3) em”.

B
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10.

11.

B Exercitii
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Proiectia varfului pe planul bazei ... b) Baza conului circular drept ...
¢) Inaltimea conului circular drept ... d)yg’=..
Copiati si completati semnificatiile notatiilor:a) g—...b) r —...c) h—...

Precizati ce se obtine rotind:

a) un triunghi dreptunghic in jurul uneia dintre catetele sale;

b) un triunghi isoscel in jurul axei sale de simetrie;

¢) un triunghi echilateral in jurul axei sale de simetrie.

Precizati ce se obtine rotind:

a) in jurul inaltimii o piramida triunghiulara regulata;

b) un tetraedru regulat in jurul unei inal{imi;

¢) in jurul indl{imii o piramida patrulatera regulata;

d) 1n jurul Indltimii o piramida hexagonala regulata.

Precizati ce se obtine rotind:

a) in jurul inaltimii V4 piramida VABC cu ABC triunghi dreptunghic isoscel cu ipotenuza BC;

b) in jurul indl{imii VA4 piramida VABC cu ABC triunghi isoscel cu baza BC;

¢) in jurul indl{imii VA4 piramida VABC cu ABC triunghi echilateral.

Precizati ce se obtine rotind:

a) piramida VABCD cu ABCD patrat, 1n jurul inaltimii V4;

b) piramida VABCD cu ABCD dreptunghi, in jurul inal{imii V4.

Precizati relatiile dintre elementele:

a) triunghiului dreptunghic si cele ale conului care se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre
catetele sale;

b) triunghiului isoscel si cele ale conului care se obtine prin rotatia lui in jurul axei sale;

¢) triunghiului echilateral si cele ale conului care se obtine prin rotatia lui in jurul uneia dintre axele
sale.

Precizati relatiile dintre elementele:

a) piramidei triunghiulare regulate si cele ale conului care se obtine prin rotatia ei In jurul inaltimii
sale;

b) tetraedrului regulat si cele ale conului care se obtine prin rotatia Iui 1n jurul unei inal{imi;

¢) piramidei patrulatere regulate si cele ale conului care se obtine prin rotatia ei 1n jurul inal{imii
sale;

d) piramidei hexagonale regulate si cele ale conului care se obtine prin rotatia ei in jurul inaltimii
sale.

Precizati relatiile dintre elementele:

a) piramidei VABC cu ABC triunghi dreptunghic isoscel cu ipotenuza BC si cele ale conului care se
obtine prin rotatia ei in jurul Tnalfimii V4;

b) piramidei VABCD cu ABCD patrat si cele ale conului care se obtine prin rotatia ei in jurul inal-
timii VA;

¢) piramidei VABCD cu ABCD dreptunghi si cele ale conului care se obtine prin rotatia ei in jurul
inaltimii VA;

d) piramidei VABC cu ABC triunghi echilateral si cele ale conului care se obtine prin rotatia ei in
jurul inaltimii VA.

Precizati care sunt elementele conului care se obtine prin rotatia unui triunghi dreptunghic in jurul
catetei mai lungi, daca triunghiul are catetele:

a)de Scmside 12 cm; b) de 8 cm si de 15 cm; c)de 7 cm si de 24 cm.
Precizati ce corp geometric se obtine rotind un triunghi dreptunghic in jurul ipotenuzei sale.
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4, Aria laterala, aria totala, volumul conului circular drept

Aria laterala si aria totala a conului circular
drept. Desfasurand suprafata laterald a unui con circu-
lar drept cu generatoarea g si raza bazei r, se obtine un
sector de cerc de razd g. Legatura pe care am stabilit-o g
intre piramida regulatd si conul circular drept permite
aplicarea formulei de calcul a ariei laterale pentru pira- 4 B
mide regulate la calcularea ariei laterale a unui con cir-
cular drept. Prin urmare, o/ = 0,59, - a, Se inlocuieste & cu lungimea cercului
bazei conului, 277, iar apotema piramidei cu g, generatoarea conului.
Rezulta o7, = nrg.
Aria bazei conului circular drept este o/, = mr’.
Aria totald a conului circular drept este o/ = o/ + o</, = wrg + wr’ = wr(g + r).
Teorema. Un con circular drept cu generatorea g si raza cercului bazei r are:
ool =mrg si o4 = oo, + oof, = mrg + wr’ = mr(g + r).

v

Volumul conului circular drept. Fie conul circular drept cu inaltimea 4 si raza
bazei r. Legatura pe care am stabilit-o intre piramida regulata si conul circular drept
permite aplicarea formulei de calcul a volumului unei piramide regulate pentru a sta-
bili formula de calcul a volumului conului circular drept.

Aria bazei conului circular drept este o</, = .
. .. 1 1
Prin urmare, volumul conului circular drept este: 9= EQ% h= 3 nr’h.

Teorema. Volumul unui con circular drept avand indltimea /4 si raza bazei r este:

1 1
V=354 h=7 mr’h.

Sectiuni in conul circular drept

a) Fie un con circular drept cu indl{imea / si raza bazei . Intersectdnd un con circu-
lar drept cu un plan paralel cu planul bazei lui, se obtine un con circular drept aseme-

' ’ !

nea celui initial. Elementele lor corespunzatoare sunt proportionale: Lh = Lr = gE
4 b) Intersectand conul circular drept cu un plan care contine
axa OV a conului, se obtine o sectiune axiala a conului circu-
8 lar drept. Se obtin triunghiuri isoscele congruente cu triunghiul V4B cu baza 2r si

laturile congruente de lungimi g. Inaltimea corespunzitoare bazei triunghiului este /.
A B

Problema rezolvata

Un con circular drept are o</, = 1367 cm’. Aflati aria totald si volumul conului circular drept,
dacd perimetrul triunghiului de sectiune axiala este 50 cm.

Rezolvare. Sectiunea axiald VAC are perimetul de 50 cm, 2r + 2g = 50, (1). o, = 1367 cm’, im-
plica: rg = 136, (2). (1) si (2) implica: » + g = 25 si rg = 136, (3). Sistemul (3) are solutiile ecuatiei:
2 =252+ 136=0,S= {8, 17}, (4). (4) implicd: »= 8 cm si g = 17 cm este singura solutie, deoarece

generatoarea conului este mai lungd decat raza bazei conului. Rezultd o2/ = zr(r + g) cm’ = 2007 cm’.

1
Deoarece 8, 15, 17 este un triplet pitagoreic, rezulta ca A= 15 cm. 9= 3 wh =192 cm’.
Riispuns: oo/ = 200z cm’; 7= 1927 cm’.
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10.

11.

12.

B Exercitii

Destasurati un con circular drept cu:

a)r=2cmsig=2cm; b)r=2cmsig=3cm; c)r=25cmsig=1cm.
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Aria laterald a conului circular drept ...

b) Aria totald a conului circular drept ...

¢) Volumul conului circular drept ...

Aflati aria laterald, aria totald si volumul conului circular drept cu:

a)r=8cmsig=17cm; b)r=7cmsig=25cm; c)r=9cmsig=41cm; d)r=9 cmsig=25cm.
Aflati aria sectiunii axiale a unui con circular drept, daca:

a)h=5cmsig=13 cm; b)h=12cmsig=37 cm; c)h=15cmsig=17 cm;
d)A=13 cmsig=_85cm; e)h=16cmsig=65cm; f)h=36 cmsi g=85cm.
Aflati aria unei sectiuni paralele cu planul bazei unui con circular drept, daca:

a)r=15cm, g =17 cm si distanta de la planul bazei pana la planul de sectiune este 3 cm;

b) »=21 cm, g =29 cm si distanta de la planul bazei pana la planul de sectiune este 12 c¢m;

c) r=12 cm, g = 13 cm si distanta de la planul bazei pana la planul de sectiune este 2 cm;

d) »=9 cm, g =41 cm si distanta de la planul bazei pana la planul de sectiune este 10 cm.

Aflati aria laterald, aria totala si volumul conului circular drept care se obtine rotind un triunghi
dreptunghic:

a) cu catetele de 8 cm si 6 cm in jurul catetei mai lungi;

b) cu catetele de 5 cm si 12 cm 1n jurul catetei mai lungi;

c) cu catetele de 8 cm si 15 cm in jurul catetei mai lungi;

d) cu catetele de 28 cm si 45 cm 1n jurul catetei mai lungi.

Aflati aria laterald, aria totala si volumul conului circular drept care se obtine rotind un triunghi
echilateral:

a) cu laturile de 24 cm in jurul uneia dintre axele sale;

b) cu laturile de 15 ¢cm in jurul uneia dintre axele sale;

b) cu laturile de 21 c¢m in jurul uneia dintre axele sale;

c) cu laturile de 36 cm in jurul uneia dintre axele sale.

Aflati aria laterald, aria totala si volumul unui con circular drept care se obtine rotind un triunghi isos-
cel:

a) cu baza de 12 cm si un unghi alaturat ei de 30°, in jurul axei sale;

b) cu baza de 18 cm si un unghi alturat ei de 60°, in jurul axei sale;

¢) cu baza de 24 cm si un unghi alaturat ei de 45°, in jurul axei sale;

d) cu baza de 36 cm si un unghi alaturat ei de 120°, in jurul axei sale.

Aflati aria totald si volumul conului circular drept, daca:

a) g =28 cm i oo/ = 4207 cm’; b) g=21 cm i o, = 6097 cm’;
¢)g=21 cmsi oo/ = 6097 cm’; d) g=12 cmsi oo/ = 3367 cm’.
Aflati volumul conului unui con circular drept, daca:

a)c/, =351z em’ §i o/ = 5207 cm’; b) e/ = 364w cm® i o/ = 5607 cm’;
c)ct,= 6097 cm’ si o/ =10507 cm’; d)o/=12097 cm’ si o =2170x cm’.

Aflati aria laterala, aria totald si volumul conului circular drept, daca:

a) r =15 cm si prin desfagurarea suprafetei laterale a conului se obtine un sfert de disc;

b) » =15 cm si prin desfasurarea suprafetei laterale a conului se obtine un semidisc;

c¢) =17 cm si prin desfagurarea suprafetei laterale a conului se obtine 75% dintr-un disc.

Aflati aria totala si volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul ipotenuzei unui triunghi drept-
unghic cu catetele de 5 cm i 12 cm.
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Sinteza

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Desfasurati un con circular drept cu: a) r=1,5cmsig=3 cm; b) r=2,5cmsi g = 3,5 cm.
Aflati aria laterala, aria totald si volumul conului circular drept cu:
a)r=10cmsi g =26 cm; b)r=14cmsig=50 cm; c)r=18 cmsi g=30 cm.

. Aflati aria sectiunii axiale a unui con circular drept, daca:

a)h=8cmsig=17 cm; b)h=21cmsig=29 cm; c)h=19cmsig=29 cm.
Aflati aria unei sectiuni paralele cu planul bazei unui con circular drept, daca:

a) =12 cm, g = 20 cm si distanta de la planul bazei pana la planul de sectiune este 9 cm;

b) »=18 cm, g = 20 cm si distanta de la planul bazei pana la planul de sectiune este 6 cm;

c) r =16 cm, g = 34 cm si distanta de la planul bazei pana la planul de sectiune este 4 cm.

Aflati aria laterala, aria totald si volumul conului circular drept care se obtine rotind un triunghi
echilateral:

a) cu laturile de 26 cm, in jurul uneia dintre axele sale;

b) cu laturile de 18 cm, in jurul uneia dintre axele sale;

¢) cu laturile de 32 cm, in jurul uneia dintre axele sale.

Aflati aria laterald, aria totald si volumul conului circular drept care se obtine rotind un triunghi
dreptunghic:

a) cu catetele de 42 cm si 40 cm, 1n jurul catetei mai lungi;

b) cu catetele de 45 cm si 28 cm, 1n jurul catetei mai lungi.

Aflati aria laterala, aria totala si volumul conului circular drept care se obtine rotind un triunghi isoscel:
a) cu baza de 20 cm si un unghi alaturat ei de 30°, in jurul axei sale;

b) cu baza de 32 cm si un unghi alaturat ei de 45°, in jurul axei sale;

¢) cu baza de 26 cm si un unghi aldturat ei de 60°, in jurul axei sale.

Aflati aria totala si volumul conului circular drept, daca:

a)g=29 cmsi o =435rcm’; b) g=22 cmsi o =6l6mcm’; c¢)g=27 cmsi o = 218w cm’.
Aflati aria laterald, aria totald si volumul conului circular drept cu sectiunea axiald un triunghi drept-
unghic isoscel cu:

a)ipotenuzade 36 cm;  b) ipotenuzade 42 cm; c)ipotenuza de 48 cm;  d) ipotenuza de 54 cm.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul conului circular drept cu sectiunea axiala un triunghi isos-
cel cu:

a) baza de 12 cm si mediana corespunzatoare ei de 7 cm;

b) baza de 24 cm si mediana corespunzatoare ei de 5 cm;

¢) baza de 18 ¢cm si mediana corespunzatoare ei de 9 cm.

Aflati aria laterald, aria totald si volumul conului circular drept cu sectiunea axiald un triunghi isos-
cel cu:

a) baza de 20 cm si aria 140 cm?; b) baza de 16 cm si aria 240 cm’.
Aflati volumul conului unui con circular drept, daca:

a)ot/,=1224rn cm’ si o/ =1413% cm’; b)cw=1216n cm’ si o =157Tn cm’;

Aflati aria laterala, aria totald si volumul conului circular drept, daca:

a) r = 28 cm si prin desfagurarea suprafetei laterale a conului se obtine un sfert de disc;

b) r =32 cm si prin desfasurarea suprafetei laterale a conului se obtine un semidisc.

Aflati aria totald si volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul ipotenuzei a unui triunghi dreptun-
ghic cu catetele de 8 cm si 15 cm.

Aflati aria totald si volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul laturii BC a triunghiului 4BC cu
inaltimea 4D = 20 cm, unghiul B de 45° si unghiul C de 60°.
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Evaluare

|

. Desfasurati un con circular drept cu r =
3cmsig=5cm.

. Aflati aria laterald a conului circular
drept, daca » = 18 cm si g = 82 cm.

. Aflati volumul conului circular drept,
daca r =23 cm si g = 28 cm.

. Aflati aria sectiunii axiale a unui con
circular drept, daca 7 =12 cm si g = 37
cm.

. Aflati aria laterala, aria totalad si volu-
mul conului circular drept cu » = 20 cm
sig=29 cm.

. Aflati aria laterala, aria totald si volu-
mul conului circular drept cu sectiunea
axiala un triunghi dreptunghic isoscel
cu ipotenuza 38 cm.

. Aflati aria totald si volumul conului
circular drept, dacd g = 41 cm i o, =
3697 cm?.

. Aflati aria laterala, aria totalad si volu-
mul conului circular drept cu sectiunea
axiald un triunghi isoscel cu baza de 18
cm si aria 360 cm?.

Puncte 0-5 624 24-32  33-55

I

. Desfasurati un con circular drept cu r =

2,5cmsig=06cm.

. Aflati aria laterala a conului circular

drept, daca r =24 cm si g = 74 cm.

. Aflati volumul conului circular drept,

daca r =22 cmsi g =28 cm.

. Aflati aria sectiunii axiale a unui con

circular drept, daca # =20 cm si g = 29
cm.

. Aflati aria laterala, aria totala si volu-

mul conului circular drept cu » =12 cm
sig=37 cm.

. Aflati aria laterala, aria totala si volu-

mul conului circular drept cu sectiunea
axiald un triunghi dreptunghic isoscel
cu ipotenuza 36 cm.

. Aflati aria totala si volumul conului

circular drept, dacd g = 50 cm si o, =
7007 cm?.

. Aflati aria laterala, aria totalad si volu-

mul conului circular drept cu sectiunea
axiala un triunghi isoscel cu baza de 20
cm si aria 360 cm?.

56-65 66-75 76-85 8695 96-100

Nota 2 3 4 5

Problema rezolvata

Triunghiul dreptunghic ABC se roteste in jurul ipotenuzei BC.
a) Descrieti corpul care se obtine. b) Aflati aria corpului care se obtine. A

¢) Aflati volumul corpului care se obtine, daca: AB =20 cm §i AC = 15 cm.
Rezolvare. a) Se obtine un corp format din doud conuri circulare drepte,
care au aceeasi baza. B } C
b) Aria corpului este egald cu suma ariilor laterale ale conurilor din care e
format corpul. BC =25 cm (15, 20, 25 — triplet pitagoreic); AD = (20 - 15 : 25) cm
=12 cm; BD =16 cm (12, 16, 20 — triplet pitagoreic); DC =9 cm. E
Conul cu sectiunea axiald BAE (v. desenul) are: raza cercului bazei » = AD, naltimea triunghiu-
lui dreptunghic ABC; indltimea & = BD, lungimea proiectiei catetei AB pe ipotenuza; generatoarea g
= AB = 20 cm. Aria laterald a conului este = 12 - 20z cm? = 2407 cm?”. Conul cu sectiunea axiald
CAE (v. desenul) are aria laterald = 12 - 157 cm® = 1807 cm?. Aria corpului = 4207 cm”.
¢) Volumul corpului este egal cu suma volumelor celor doua conuri. 12° - 16 + 12° -9 =127+ (16
+9) =144 - 25 = 3 600. Volumul corpului este 36007z cm”.
Rispuns: b) 4207 cm?’; 36007 cm®.
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5. Trunchiul de con circular drept. (Facultativ)

Multe dintre obiectele pe care
le folosim amintesc de trunchiul de
con circular drept.

Sectionand conul de Tnal{ime
h cu un plan paralel cu planul ba-
zei se obtine un con de inalfime /',
asemenea cu cel initial si un trunchi
de con de inalime /. Un trunchi
de con se obtine dintr-un con asa
cum se obtine un trunchi de pira-
mida dintr-o piramida.

Generarea trunchiului de
con circular drept. Rotind trape-
zul dreptunghic O4O’A’ in jurul
dreptei OO/, se obtine un trunchi
de con circular drept avand secti-
unea axiald trapezul isoscel ABB'A’, raza bazei mari OA si raza bazei mici O'4’. Distanta dintre planele
bazei este OO', lungimea segmentului determinat de centrele bazelor. [44'] si [BB'] sunt generatoare ale
trunchiului de con circular drept.

Trunchiul de con circular drept: are doua baze (discuri circu- 8, &%

neratoare

lare) cu centrele O si O’ sirazele r, sir,; h, = OO' — distanta dintre chiului de

planele bazelor; generatoarele AA' si BB' au lungimile g, (este nu-
mita tot generatoare); pentru elementele trunchiului de con circu- 4

A

lar drept este adevarata propozitia: (gt)2 =(r,— rb)2 + (ht)z.

Problema rezolvata

Triunghiul ABC se roteste in jurul laturii BC. m(£B) = 45°, m(£C) = 60° si
AD =12 cm. a) Aflati aria corpului care se obtine. c) Aflati volumul corpului.

Rezolvare. Se obtine un corp format din doud conuri circulare drepte, care B C
au aceeasi baza. a) Aria corpului este egald cu suma ariilor laterale ale conu-

rilor din care e format corpul. AD =BD =12 cm; AB= 1242 cm; CD = (12 : \3) cm

=443 cm; AC =8V3 cm; DC =9 cm. Conul cu sectiunea axiald BAE (v. dese-

nul) are aria laterald = 12 - 1227 cm?® = 144427 cm” Conul cu sectiunea axi- E

ald CAE are aria laterald = 12 - 837 cm? = 96y37 cm®. Aria corpului = 48(3v2 + 23)7 cm?.
b) Volumul corpului este egal cu suma volumelor celor doud conuri = (12° - 12 + 12° - 443 yr em’
=576(3 + V3)m cm’.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

B Exercitii

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Trunchiul de con circular drept are doud ...  b) Iniltimea ...
¢) Inaltimea conului circular drept ... d) (gt)2 =..
Copiati si completati semnificatiile notafiilor: a) 7, —...b) r, —..0)h —..d) g —...

Precizati ce se obtine rotind:

a) un trapez dreptunghic in jurul laturii perpendiculare pe baze;

b) un trapez isoscel in jurul axei.

Precizati ce se obtine rotind:

a) in jurul axei un trunchi de piramida triunghiulara regulata;

b) in jurul axei un trunchi de piramida patrulatera regulata;

¢) in jurul axei un trunchi de piramida hexagonala regulata.

Precizati relatiile dintre elementele:

a) trapezului dreptunghic si cele ale trunchiului de con circular drept ce se obtine prin rotatia lui in
jurul laturii perpendiculare pe baze;

b) trapezului isoscel si cele ale trunchiului de con circular drept ce se obtine prin rotatia lui in jurul
axei.

Precizati relatiile dintre elementele:

a) trunchiului de piramida triunghiulara regulata si cele ale trunchiului de con circular drept care se
obtine prin rotatia lui in jurul axei;

b) trunchiului de piramida patrulatera regulata si cele ale trunchiului de con circular drept care se
obtine prin rotatia lui in jurul axei;

¢) trunchiului de piramida hexagonala regulata si cele ale trunchiului de con circular drept care se
obtine prin rotatia lui in jurul axei.

Un con circular drept se intersecteaza cu un plan paralel cu planul bazei, egal departat de varful si
de planul bazei conului. Aflati elementele trunchiului de con, daca:

a)r=8cm, h=14 cm; b)r=16 cm, h=32 cm; c)r=18cm, =30 cm;
d)r=11cm, h=18 cm; e)r=9cm, h=22 cm; f) r=38 cm, h=48 cm.
Un con circular drept se intersecteaza cu un plan paralel cu planul bazei, la distanta 0,(3)/ de planul
bazei conului. Aflati elementele trunchiului de con, daca:

a)r=9cm, h=27 cm; b)r=15cm, h=36 cm; c)r=18cm, =33 cm.
Un con circular drept se intersecteaza cu un plan paralel cu planul bazei, la distanta 0,254 de planul
bazei conului. Aflati elementele trunchiului de con, daca:

a)r=8cm, h=40 cm; b) r=28 cm, h =48 cm; c)r=12cm, h=36 cm.
Recunoasteti ce se obtine rotind un trapez isoscel in jurul mediatoarei bazelor trapezului.
Recunoasteti ce se obtine rotind un trapez dreptunghic in jurul bazei mari.

Recunoasteti ce se obtine rotind un trapez dreptunghic in jurul bazei mici.

Recunoasteti ce se obtine rotind un trapez isoscel in jurul bazei mari.

Recunoasteti ce se obtine rotind un trapez isoscel in jurul bazei mici.

Laturile neparalele ale unui trapez sunt continute de drepte perpendiculare. Recunoasteti ce se obtine
rotind trapezul in jurul uneia dintre laturile neparalele.

Fie triunghiul dreptunghic 4BC cu ipotenuza BC. Recunoasteti ce se obtine rotind triunghiul in jurul
dreptei paralele cu BC, care contine punctul 4.
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6. Aria laterala, aria totala, volumul trunchiului de con circular drept. (Facultativ)

Aria laterala si aria totala a trunchiului de con cir-
cular drept. Desfagsurand suprafata laterald a trunchiului de
con circular drept cu generatoarea g, si razele bazelor r,
sir,, se obfine un sector de coroana circulard determinata
de cercurile de raze g, + g’ 51 g', unde g’ este generatoarea
conului care se formeaza o data cu trunchiul de con din
conul cu generatoarea g, + g'. Legatura dintre piramida re-
gulata si conul circular drept permite stabilirea unei legaturi corespunzatoare intre
trunchiul de piramida regulata si trunchiul de con circular drept. Se aplica formula
de calcul a ariei laterale pentru trunchiul de piramida regulatd oo = 0,5(%, + 9)
a,unde 9, =2xr, si ¥, = 2xr,, se obtine aria laterald a trunchiului de con circular

drept oo/ = g (r, + r,). Ariile bazelor trunchiului de con circular drept sunt o/, = 7z(rB)2 $i o, = n(rh)z.
Aria totala a trunchiului de con circular drept este: o/ = o/, + oo/, + oo, =ng(r,+r,)+ 7r(rB)2 + n(rb)z.
Teorema. Un trunchi de con circular drept cu generatorea g, razele bazelor r, si r, are:
ool =ng(r,tr)si ol = o + ool + of =g (r,+r,)+a(r,) +x(r,).
Volumul trunchiului de con circular drept. Fie trunchiul de con circular drept cu inalimea 4, si
razele bazelor 7, si r,.
Aplicand formula de calcul a volumului unui trunchi de piramida regulata, T

b

% h(ct, + \/QQZB oo/, + ©,), se obtine formula de calcul a volumului trunchiu-

lui de con circular drept. Ariile bazelor conului circular drept sunt:
oo, = a(r,) si oo, = a(r,)’.
Prin urmare, volumul trunchiului de con circular drept este: 9= 3 mh, [(rB)2 +r,t (rb)z].

Teorema. Volumul unui trunchi de con circular drept cu inal{imea /4, razele bazelor 7, si r, este:
1
Y= 3 wh [(r,)* +rg, + (r,)].

Sectiuni in trunchiul de con circular drept A
a) Fie trunchiul de con circular drept cu indltimea /, razele bazelor 7, si VARERN
r,. Intersectand trunchiul de con circular drept cu un plan paralel cu planul LnyN

bazei mari la distanta x de acesta, se obtine un cerc de raza DE. Asemana-

r ' r W+h—-x DE
L S si ! =—
h/+l’l[ Ty ht =1, h’+hz Ty "
b) Intersectand trunchiul de con circular drept cu un plan care contine

axa OO’ a trunchiului, se obtine trapezul isoscel ABB'A’. Intre elementele

!

rea triunghiurilor implica:

trapezului si ale trunchiului este relatia: (g)* = (r, —r,)* + (k)"
Problema rezolvata

Aflati aria laterald, aria totald si volumul unui trunchi de con circular drept, daca », =9 cm, r, = 16
cm si prin desfasurarea suprafetei laterale se obtine o optime dintr-o coroana circulara;

Rezolvare. Fie g, generatoarea conului din care provine trunchiul si g, —a conului care se obtine
o data cu trunchiul de con. Atunci 2zg, : 8 = 32z implica: g, = 128 cm, (1). Analog: 27g, : 8 = 18z
implica: g, = 72 cm, (2). 128 — 72 = 56, (3). (1), (2) si (3) implica: g = 56 cm. (g)* = (r,—r,)* + (h)’
implica: &, = 217 cm.
oo =ng(r,+r)=1224xcm’ §i oo/ = ng(r,+r,) +a(r,)’ +a(r,)’ =173Txcm’; 7'=4 0677z cm’.
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3. Copiati si completat propozitiile ade-

B Exercitii

Copiati si completati tabelul: r,(cm) [ r,(ecm) | & (cm) | (r,—7,) (cm) | g (cm)
41 56 33
2. Desfasurati un trunchi de con circular 4 28 53
drept cu:
a)r,=2cm,r,=3cmsig =4cm,; 50 35 37
b)r,=2cm,r,=4cmsig =25 cm. 3 21 29

varate:

a) Aria laterala a trunchiului de con circular drept ...

b) Aria totald a trunchiului de con circular drept ...

¢) Volumul trunchiului de con circular drept ...

Aflati aria laterala si aria totald a trunchiului de con circular drept cu:

a)r,=2cm,r,=3cmsig =4cm; b)r,=2cm,r,=4cmsig =25 cm;
c)r,=5cm,r,=7cmsig =9 cm; d)yr,=8cm,r,=12cmsig =5 cm.
Aflati volumul trunchiului de con circular drept cu:

a)r,=5cm,r,=9cmsih =3 cm; b)r,=9cm,r,=11 cmsih, =8 cm;
c)r,=6cm,r,=14cmsih =12 cm; d)yr,=6cm,r,=12cmsih =9 cm.
Aflati aria sectiunii axiale a unui trunchi de con circular drept, daca:
a)r,=3cm,r,=7cmsig =5cm; b)r,=5cm,r,=10cmsig = 13 cm;
¢)r,=3cm,r,=1lcmsig =17 cm; d)r,=3cm,r,=15cmsig =37 cm.

Aflati aria laterala, aria totald si volumul trunchiului de con circular drept ce se obtine rotind un
trapez dreptunghic:

a) cu bazele de 9 cm, 6 cm si indltimea 4 cm, in jurul laturii perpendiculare pe baze;

b) cu bazele de 11 cm, 17 cm si néltimea 12 cm, 1n jurul laturii perpendiculare pe baze;

¢) cu bazele de 15 cm, 22 cm si inaltimea 24 cm, in jurul laturii perpendiculare pe baze;

d) cu bazele de 7 cm, 15 cm si Tnaltimea 15 cm, in jurul laturii perpendiculare pe baze.

. Aflati aria laterald, aria totald si volumul trunchiului de con circular drept ce se obtine rotind un
trapez isoscel:

a) cu bazele de 10 cm, 14 cm si un unghi de 30°, in jurul axei;

b) cu bazele de 9 cm, 17 cm si un unghi de 45°, in jurul axei;

c) cu bazele de 13 cm, 19 cm si un unghi de 60°, in jurul axei.

Aflati aria unei sectiuni paralele cu planul bazei mari a unui trunchi de con circular drept, daca:
a)r,=4cm,r, =12 cm, h,= 12 cm si distanta de la planul bazei mari pand la planul de sectiune este
8 cm;

b) r,=3 cm, r,= 15 cm, h = 8 cm si distanta de la planul bazei mari pana la planul de sectiune este
4 cm;

c)r,=4cm,r,=24cm, h,= 15 cm si distanta de la planul bazei mari pana la planul de sectiune este
S cm.

10. Aflati aria laterald, aria totald i volumul unui trunchi de con circular drept, daca:

a) r, =5 cm, r, = 10 cm si prin desfasurarea suprafetei laterale se obfine un sfert de coroana circulara,
b) r, =8 cm, r, = 12 cm i prin desfasurarea suprafetei laterale se obtine o jumitate de coroana circulara;
¢) r,= 12 cm, r, = 18 cm si prin desfagurarea suprafetei laterale se obtine 45% dintr-o coroana circulara.
d) r, =8 cm, r, = 24 cm si prin desfasurarea suprafefei laterale se obtine 75% dintr-o coroand circulara.
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Sinteza (Facultativ)

1. Copiati si completati tabelul: r,(cm) | r,(cm) | h (cm) | (r,—r,)(cm) | g (cm)
. . 18 84 13
2. Aflati aria laterala si aria totala a trun-
chiului de con circular drept cu: 23 36 85
a)r, i 9 cm, rB_= 14 cm §i gl_= 9 cm; 100 7 97
b)r,=6cm,r, =18 cmsig =16 cm;

10.
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c)r,=7cm,r,=2l cmsig =15 cm.

Aflati volumul trunchiului de con circular drept cu:
a)r,=6cm,r,=8cmsih =9 cm; b)r,=4cm,r,=10cmsih, =15cm;
c)r,=8cm,r,=18 cmsih =24 cm; d)r,=9cm,r,=16cmsi s =21 cm.
Aflati aria laterala, aria totald si volumul trunchiului de con circular drept cu:
a)r,=6cm,r,=1lcmsih =12 cm; b)r,=3cm,r,=16 cmsih = 84 cm;
c)r,=7cm,r,=15cmsih =26 cm; d)r,=3cm,r,=42cmsih, =80 cm.
Aflati aria sectiunii axiale a unui trunchi de con circular drept, daca:

a)r,=4cm,r,=11cmsig =25cm; b)r, =10 cm, r, =23 cmsi g, = 85 cm;
¢)r,=18cm, r,=34 cmsig =65 cm; d)r,=3cm,r,=39cmsig =85 cm.
Aflati aria laterala, aria totala si volumul trunchiului de con circular drept care se obtine rotind un
trapez dreptunghic:

a) cu bazele de 20 cm, 5 cm si Tndl{imea 8 cm, in jurul laturii perpendiculare pe baze;

b) cu bazele de 7 cm, 40 cm si Indltimea 56 cm, in jurul laturii perpendiculare pe baze;

¢) cu bazele de 15 cm, 60 cm si indltimea 28 cm, in jurul laturii perpendiculare pe baze.

Aflati aria laterala, aria totala si volumul trunchiului de con circular drept care se obtine rotind un
trapez isoscel:

a) cu bazele de 16 cm, 40 cm si inaltimea 48 cm, in jurul axei;

b) cu bazele de 12 ¢cm, 30 c¢cm si inaltimea 80 cm, 1n jurul axei;

¢) cu bazele de 15 cm, 30 cm si indltimea 36 cm, in jurul axei.

Aflati aria laterala, aria totala si volumul trunchiului de con circular drept care se obtine rotind un
trapez isoscel:

a) cu bazele de 83 cm, 1243 cm si un unghi de 30°, in jurul axei;

b) cu bazele de 5 cm, 21 c¢m si un unghi de 45°, in jurul axei;

¢) cu bazele de 8 cm, 18 cm si un unghi de 60°, in jurul axei.

Aflati aria unei sectiuni paralele cu planul unei baze a unui trunchi de con circular drept, daca:
a)r,=4cm,r,=32cm, h =45 cmsi distanfa de la planul bazei mari pana la planul de sectiune este
9 cm;

b) r,=9 cm, r, =45 cm, h, = 77 cm si distanta de la planul bazei mari pana la planul de sectiune
este 7 cm;

¢)r,=2cm,r,=50cm, h =55 cmsi distanfa de la planul bazei mari pana la planul de sectiune este
11 cm.

Aflati aria laterala, aria totald si volumul unui trunchi de con circular drept, daca:

a)r,=2cm,r,= 50 cm, 2, =55 cm si prin desfasurarea suprafetei laterale se obtine un sfert de co-
roana circulara;

b) r, =4 cm, r, =43 cm, h,= 80 cm si prin desfasurarea suprafefei laterale se obtine trei sferturi de
coroana circulara.



Evaluare

I
Fie un trunchi de con circular drept. Aflati
h,dacdr,=4cm,r,=32cm, g =53 cm.
. Aflati aria laterala si aria totald a trunchiu-
lui de con circular drept cu 7, =4 cm, r, =
12cmsig =14 cm.
. Aflati volumul trunchiului de con circular
dreptcur,=9cm,r,=12cmsih =15 cm.
. Aflati aria sectiunii axiale a unui trunchi de
con circular drept, daca r, = 21 cm, r, = 28
cmsi g, =25 cm.
. Aflati aria laterald, aria totald si volumul
trunchiului de con circular drept cu r, = 13
cm, r, =22 cmsi h, =40 cm.
. Aflati aria laterald, aria totald si volumul
trunchiului de con circular drept cu secti-
unea axiald un trapez isoscel cu bazele 36
cm, 12 cm si indlfimea 35 cm.
. Aflati aria unei sectiuni paralele cu planul
unei baze a unui trunchi de con circular
drept, daca r, =7 cm, r, = 16 cm, h = 40
cm si distanta de la planul bazei mari pana
la planul de sectiune este 10 cm

Puncte 0-5 624 24-32 33-55

Modulul 9. Corpuri de rotatie

I
Fie un trunchi de con circular drept. Aflati
h,dacar,=4cm,r,=20cm, g =65cm.

. Aflati aria laterala si aria totald a trunchiu-

lui de con circular drept cu 7, = 3 cm, r, =
15cmsig, =16 cm.

. Aflati volumul trunchiului de con circular

dreptcur,=8cm,r,= 14 cmsgi s, =18 cm.

. Aflati aria sectiunii axiale a unui trunchi de

con circular drept, dacd r, =22 ¢cm, r, = 32
cm si g, =29 cm.

. Aflati aria laterald, aria totald si volumul

trunchiului de con circular drept cu r, = 12
cm, r, =24 cmsi h, =35 cm.

. Aflati aria laterala, aria totald si volumul

trunchiului de con circular drept cu secti-
unea axiald un trapez isoscel cu bazele 40
cm, 8 cm si indltimea 30 cm.

. Aflati aria unei sectiuni paralele cu planul

unei baze a unui trunchi de con circular
drept, daca r, =4 cm, r, = 16 cm, h, = 35
cm si distanta de la planul bazei mari pana
la planul de sectiune este 7 cm.

56-65 66-75 7685 8695 96-100

Nota 2 3 4 5
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7. Sfera. Elementele unei sfere

Sfera se recunoaste in multe dintre obiectele din jur.

Sfera de centru O siraza R, SO, R) este mul{imea punctelor spatiului situate la dis-
tanta R de punctul O. '
ra

Generarea sferei. Rotind un cerc in jurul unui diametru se obtine o sfera
Pozitiile unei drepte fata de o sferi. Fie sfera ©AO, R). Distanta de la O la o dreapta
este distanta de la punctul O la proiectia acestuia pe dreaptd. P
O dreapta este exterioard unei sfere daca nu are puncte
\w comune cu sfera.
O dreapta este tangentd sferei, daca are un punct comun cu sfera.
O dreapta este secantd sferei, daca are doud puncte comune cu sfera.
Teorema. Fie sfera &0, R). 1) Dreapta a este exterioara sferei, daca si
numai daca d(O, a) > R.
2) Dreapta b este tangenta sferei, daca si numai daca d(O, b) = R.
3) Dreapta c este secanta sferei, daca i numai daca d(O, ¢) <R.

Pozitiile unui plan fata de o sferi. Fie sfera 2O, R). Distanta de la O la un
plan este distanta de la punctul O la proiectia acestuia pe plan.

Un plan este exterior sferei, daca nu are puncte comune cu sfera.

Un plan este tangent sferei, daca are un singur punct comun cu sfera.

Un plan este secant sferei daca are puncte comune cu sfera (mai mult de unul
singur). Se constata ca toate punctele sferei comune cu planul S se afla la aceeasi
distanta de O’ = pr, O.

Teorema. Fie sfera /(O R). 1) Planul « este exterior sferei, daca si numai
daca d(O, a) > R. 2) Planul S este tangent sferei, daca si numai daca d(O, f) = R.

3) Planul y este secant sferei, daca si numai daca d(O, y) <R.

Teorema. Intersectia unui plan secant cu o sfera este un cerc.

Se numeste cerc mare al sferei un cerc care se obtine prin sectionarea sferei cu un plan care contine
centrul sferei.

Suplimentar. Pozitiile relative a doua sfere

Teoremai. Fie &/(O, R) si /(O',R"),d= O0'.

Atunci 1) d > R + R’ < sferele sunt exterioare; 2) d =R + R’
< sferele sunt tangente exterioare; 3) | R—R' |<d<R+R' &
sferele sunt secante; 4) d =| R — R' | < sferele sunt tangente inte-
rioare; 5) 0 <d <| R —R' | < sferele sunt interioare;

6) d = 0 « sferele sunt concentrice.
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B Exercitii

Copiati si completati propozitiile adevarate: a) Sfera de centru O siraza R ...

b) O dreapta este exterioara unei sfere ... ¢) O dreapta este tangenta unei sfere ...
d) O dreapta este secantd unei sfere ... e) Se numeste cerc mare al sferei ...
Fie sfera SO, R). Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Dreapta a este exterioara sferei daca si numai daca ...

b) Dreapta b este tangenta sferei daca si numai daca ...

¢) Dreapta ¢ este secanta sferei daca si numai daca ...

Fie sfera A O, R). Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Un plan este exterior unei sfere ...

b) Un plan este tangent unei sfere ... c¢) Un plan este secant unei sfere ...
Fie A O, R). Copiati si completati propozitiile adevarate:
a) Planul a este exterior sferei ...  b) Planul f este tangent sferei ... c) Planul y este secant sferei ...

Fie A0, R). Reprezentati sfera, daca: a) R=3 cm;b) R=2,5cm;c)R=3,2cm; d)R=2 cm.
Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Prin rotatia unui semicerc in jurul unui diametru se obtine ...

b) Prin rotatia unui cerc in jurul unui diametru se obtine ...

Aflati lungimea tangentei dintr-un punct exterior la <O, R), daca:
a) R=15cmsi OM =28 cm;

b)R=9cm si OM =16 cm;

¢)R=12 cmsi OM =28 cm;

d)R=16 cm si OM =31 cm.

8. Aflati distanta de la centrul sferei SAO, R) la secanta AB (4 si B sunt punctele in care dreapta inter-
secteaza A0, R)), daca:
a)R=9cmsi AB =6 cm; b)R=12cmsi AB=8 cm;
c)R=15cmsi AB=10 cm; d)R=18cmsi 4B =4 cm.

9. Aflati distanta de la centrul sferei (O, R) la un punct M al planului tangent /3,

daca:

10.

11.

12.

13.

a)R=12cmsi PM =11 cm;
b) R=18 cm §i PM = 14 cm;
c)R=21cmsi PM=5cm;
d)R=15cmsi PM=9 cm.
Aflati raza cercului obtinut prin intersectarea unui plan secant cu A O, R), daca:
a)R=24cmsi O0'=9 cm;

b) R=16cm i OO'=7 cm;

c)R=23 cmsi OO =11 cm;

d)R=18cmsi OO'=5cm.

Aflati aria cercului de sectiune obtinut prin intersectarea unui plan secant cu A0, R), daca:

a) R=28 cmsi OO =4 cm; b)R=17 cm si OO’ = 8 cm;
c) R=26 cmsi OO =15 cm; d)R=31cmsi OO =12 cm.
Aflati distanta de la centrul A0, R) pana la un plan secant, daca:

a) R =25 cm si raza cercului de intersectie este R’ =7 cm; b)R=4lcmsi R’ =9 cm;

c)R=65cmsi R'=16 cm; d)R=53cmsi R' =28 cm.
Aflati volumul conului care are varful in centrul sferei A0, R) si baza lui este intersectia ei cu un
plan, daca:

a) R =26 cm si distanta de la O pana la planul secant este d =24 cm;  b) R=25cm si d =24 cm.
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8. Zona si calota sferica. Aria si volumul sferei

Calote sferice. Fie sfera &/(O, R). Planul « intersecteaza </(O, R),
determinand doua calote sferice. Daca planul a contine centrul sferei, O,
atunci cele doua calote sunt semisfere. Ecuatorul determina cele doud
emisfere ale Pamdantului: nordica si sudica. Amintim si termenul de ca-
lotd glaciard. Iniltimea unei calote este distanta dintre doud plane para-
lele, cel care determina calota si un plan tangent la sferd. Daca una dintre

Calote
sferice

calote are inaltimea 4, cealalta are inalfimea 4, = 2R — h.
B /®\ Zona Zoni AU : ! . -
/ \/ sferic ona sferica. Fie sfera A0, R). Planele paralele £ si y determina
0 zond sfericd.

Pe Pamant zona ecuatoriala este delimitata de Tropicul Racului si
de Tropicul Capricornului.

Aria zonei sferice. Aria zonei ilustrate se aproximeaza cu aria la-
terald a trunchiului de con cu elementele din desen.

@Q'/‘/z: ng(r, +r)=2mg - 0,5(r, +r,), (1).
Asemanarea triunghiurilor dreptunghice AEB si ODC implica:
g 0,5(r,+r)=h-0C,(2).

Daca se imparte zona, construind intre cele doud plane 9 plane paralele, atunci
aria zonei se poate aproxima cu ariile laterale a 10 trunchiuri cu inal{imi de 0,14.

o= 2 OC, - 0,lh+ 27 OC,* 0,lh+ ...+ 2x- OC, - 0,1h, (3). OC, OC,, ..., OC, sunt aproxi-
matii ale razei sferei, R. Cu cat numarul planelor este mai mare, cu atat valorile corespunzdtoare ale OC|,
OC,, ... sunt mai apropiate de R. Se obtine astfel aria zonei, /= 2zRh.

Aria calotei sferice. Aria sferei. Pentru aria unei calote sferice de indltime # a SO, R) se gaseste
aceeasi formuld, oo/ = 2zRh. In acelasi timp cu o calota de inalfime / se obfine si alta de inal{ime £, =
2R — h. Aria acesteia este o2/, = 2zR(2R — h).

Aria sferei este oo/ = 27zRh + 2zR(2R — h), de unde /= 47R’.

Volumul sferei. <O, R) poate fi descompusa intr-un numar oricat de mare de pi-
ramide cu varful in O avand baze echivalente si Tniltimile egale, aproximand cat se

. L o 1
doreste de bine R. Volumul fiecarei piramide este aproximativ egal cu 3 o R.

Volumul sferei este aproximativ egal cu suma volumelor tuturor acestor piramide

. o1 , . . . . 4
si se obtine 3 oo/R, unde o°/=47R’ este aria suprafetei sferei. Rezultd 9 = 3 R’

Un plan secant cu A0, R) determina doud calote una de indl{ime 4, alta de indltime #, = 2R — h.

Doua plane paralele determina cu <A O, R) o zona de indltime 4 — distanta dintre cele doua plane.
Teoremi. Fie SO, R). Aria calotei de indltime 4 este o/ = 2zRh. Aria zonei de indltime 4 este

: . . . 4
oo/=2nRh. Aria suprafetei sferei este oo/= 4zR’. Volumul sferei este "= 3 R’

Formule pentru corpurile de rotatie

Cilindrul circular drept: o</ = 2mrg; o/ =2mr(g + r); o/, = nr*; 9= o</, h=mr’h. Notatii: r — ra-
zele cercurilor bazelor; 4 — Indltimea cilindrului; 2 — generatoarea cilindrului; 2 = g.

1
Conul circular drept: o</ = mrg; o/ = r(g + r); o/, = r’; V'= o/ h= 3 nr’h.

: : . . o 4
Sfera: co/= 4zR’; aria zonei sau calotei de indltime % este co/= 2xRh; ¥ = 3 R’.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

B Exercitii

Copiati si completati propozitiile adevarate:

a) Un plan secant cu A0, R) determina ... b) Doua plane paralele determina cu A0, R) ...
c) Aria calotei de Tnaltime / ... d) Aria zonei de inaltime /4 ... ¢) Volumul sferei ...
Aflati aria unei sfere, daca: a) R=12cm;b) R=8 cm;c) R=11 cm; d) R=9 cm.

Aflati aria suprafetei:

a) Pamantului, considerand diametrul lui de 12 756 km;

b) planetei Mercur, considerand diametrul ei de 4 800 km;

¢) planetei Venus, considerand diametrul ei de 12 100 km;

d) planetei Marte, considerand diametrul ei de 6 800 km.

Fie A0, R). Aflati aria calotei de inaltime /4, daca:

a)R=12cm,h=5cm; b)R=18cm,h=4cm; c)R=17cm,h=3cm; d)R=15cm,2=8cm.
Fie A0, R). Aflati aria zonei de iniltime 4, daca:

a)R=35cm,h=12cm; b)R=21cm,h=9cm; c)R=32cm,h=15cm; d)R=22cm, 2=13 cm.
Aflati volumul unei sfere, daca: a) R =18 cm; b) R =25 cm; ¢) R=24 cm; d) R =27 cm.

Aflati volumul:

a) Pamantului, considerand diametrul lui de 12 756 km;

b) planetei Mercur, considerand diametrul ei de 4 800 km;

¢) planetei Venus, considerand diametrul ei de 12 100 km;

d) planetei Marte, considerand diametrul ei de 6 800 km.

Aflati volumul sferei, daca:

a) aria ei este 576x; b) aria ei este 900x; c) aria ei este 1 1567z; d) aria ei este 1 764x.

Aflati inaltimea unui cilindru circular drept cu raza bazelor r, echivalent cu o sfera de raza R, daca:
a)R=6cmsir=8cm;b)R=9cmsir=5cm;c)R=12cmsir=15cm;d)R=14cmsir=16 cm.
Aflati indlfimea unui con circular drept cu raza bazei r, echivalent cu o sferd de raza R, daca:
a)R=18cmsir=20cm;b)R=24cmsir=15cm;c)R=21cmsir=15cm;d) R=27 cmsir=18 cm.
Intr-o cutie de forma unui cub se introduce o sferd. Aflati care este raza maxima a sferei si diferenta
dintre volumul conului si al sferei, daca cubul are o diagonala de: a) 543 cm; b) 10V3 cm; C) 1243 cm.
Intr-o cutie de forma unui cilindru circular drept se introduce o sferd. Aflati care este raza maxima
a sferei si diferenta dintre volumul cilindrului si cel al sferei, daca sectiunea axiala a cilindrului este

un pitrat cu diagonala de: a) 442 cm; b) 62 cm; C) 92 cm.

Intr-o cutie de forma unui con circular drept se introduce o sferd. Aflati care este raza maxima a
sferei si diferenta dintre volumul conului si cel al sferei, daca conul are:

a)r=5cmsi h=12 cm; b)r=7cmsi h=24 cm; c)r=8cmsi ~=15cm.
Aflati inaltimea unui trunchi de con circular drept, echivalent cu o sferad de raza R, daca:
a)r,=6cm,r,=24cmsi R=8cm; b)r,=8cm,r,=72cmsi R= 15 cm;
c)r,=3cm,r,=12cmsi R=9 cm; d)yr,=4cm,r,=9cmsi R=12 cm.
O minge cu diametrul de a cm se introduce intr-o cutie de forma unui trunchi de con circular drept

cu r, = b cm. Aflafi r,, astfel incat volumul trunchiului sa fie minim, daca:
a)a=12cmsib=15cm;b)a=24cmsib=10cm;c)a=30cmsib=16 cm

Intr-o cutie de forma unei piramide patrulatere regulate cu sectiunea care contine apotemele a doua
fete opuse un triunghi echilateral cu laturile de a cm, se introduce o sferd. Aflati care este raza ma-
xima a sferei, daca: a) a =50 cm; b) a =8 dm; ¢c) a =12 cm.

Intr-o cutie de forma unei piramide triunghiulare regulate se introduce o sferd. Aflati care este raza
maxima a sferei, daca piramida are:

a) muchia bazei a = 12 cm si inaltimea /2 = 15 cm; b) muchia bazei ¢ = 18 c¢m si ndl{imea & =24 cm.
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1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Aflati lungimea tangentei dintr-un punct exterior la A0, R), daca:
a) R=8 cm si OM =35 cm;

b) R=13 cm si OM =38 cm.

Aflati distanta de la centrul 2O, R) la secanta AB (A4 si B sunt
punctele in care dreapta intersecteaza <A O, R)), daca:
a)R=10cmsi AB =18 cm;

b)R=21cmsi AB=36 cm.

Aflati distanta de la centrul SO, R) la un punct M al planului tangent f, daca:
a) R=22 cm si PM =4 cm;

b) R=26 cm i PM =5 cm.

Aflati aria cercului de sectiune obtinut prin intersectarea unui plan secant cu A O, R) (OO’ — distan-
ta de la centrul sferei la planul secant), daca:

a)R=43 cmsi OO =7 cm; b) R=27 cmsi OO’ =15 cm; ¢)R=34 cmsi OO =16 cm.
Aflati aria unei sfere, daca: a) R =32 cm; b) R =45 cm.

Fie A O, R). Aflati aria calotei de inaltime /4, daca:

a)R=19 cm, h =24 cm; b) R=27 cmsi h =23 cm; c)R=46 cm, h =44 cm.
Fie A0, R). Aflati aria zonei de iniltime 4, daca:
a) R=56 cm, h =60 cm; b)R=77 cmsi h=73 cm; c)R=86 cm, =84 cm.

Aflati volumul unei sfere, dacd: a) R=11 cm; b) R=13 cm.; ¢c) R=15 cm.

Aflati volumul sferei, daca: a) aria ei este 2 1167x; b) aria ei este 2 916x.

Aflati inaltimea unui cilindru circular drept cu raza bazelor r, echivalent cu o sfera de raza R, daca:
a)R=16cmsir=12 cm; b)R=24cmsir=18 cm; c)R=25cmsir=15cm.
Aflati inaltimea unui con circular drept cu raza bazei r, echivalent cu o sfera de raza R, daca:
a)R=28 cmsir=16 cm; b) R=34 cmsir=24cm; c)R=18cmsir=12cm.
Intr-o cutie de forma unui cub se introduce o sferd. Aflati care este raza maxima a sferei si diferenta
dintre volumul conului si al sferei, daci cubul are o diagonala de: a) 813 cm; b) N3 cm; ©) 15V3 cm.
Intr-o cutie de forma unui cilindru circular drept se introduce o sferd. Aflati care este raza maxima a
sferei si diferenta dintre volumul cilindrului si cel al sferei, daca sectiunea axiala a cilindrului este
un patrat cu o diagonala de: a) 82 cm; b) 1242 cm; ¢) 15V2 cm.

Intr-o cutie de forma unui con circular drept se introduce o sferd. Aflati care este raza maxima a sferei
si diferenta dintre volumul conului si cel al sferei, daca conul are:

a)r=10cmsi h=24 cm; b)r=14cmsi h=48 cm; c)r=16cmsi h=30cm.
Aflati Tnaltimea unui trunchi de con circular drept, echivalent cu o sfera de raza R, daca:
a)r,=5cm,r,= 14 cmsi R=26 cm; b)r,=6cm,r,=18 cmsi R =32 cm.
Un glob cu diametrul de 44 cm se introduce intr-o cutie de forma unui trunchi de con circular drept

cu r, =25 cm. Aflafi r,, astfel incat volumul trunchiului sa fie minim

Intr-o cutie de forma unei piramide regulate patrulatere cu sectiunea care contine apotemele a doua
fete opuse un triunghi echilateral cu laturile de 60 cm se introduce o sferd. Care este raza maxima a
sferei?

Intr-o cutie de forma unui tetraedru regulat cu muchiile de 48 cm se introduce o sferd. Care este raza
maxima a sferei?

Intr-o cutie de forma unei piramide triunghiulare regulate cu muchiile bazei de 15 cm si inaltimea de
18 cm se introduce o sferd. Care este raza maxima a sferei?



Evaluare

I
. Aflati aria unei sfere, daca R = 38 cm.
. Fie A0, R). Aflati aria calotei de indltime 4,
daca:

R=24cm, h=35cm.
. Fie A0, R). Aflati aria zonei de inaltime 4,
daca:

R=33cm, h=26 cm.
. Aflati volumul sferei, daca aria ei este
2916m.
. Aflati lungimea tangentei dintr-un punct ex-
terior la A0, R), daca R= 15 cm si OM =72
cm.

. Aflati distanta de la centrul (O, R) la secan-
ta AB (A si B sunt punctele in care dreapta
intersecteaza A O, R)), daca R =46 cm si AB
=52 cm.

. Aflati distanta de la centrul &0, R) la un
punct M al planului tangent 5, daca R = 35
cm si PM =12 cm.

. Aflati aria sectiunii obtinute prin intersecta-
rea unui plan secant cu A0, R), dacd R =
46 cm si OO' = 24 cm (OO’ — distanta de la
centrul sferei la planul secant).

. Aflati ndltimea unui cilindru circular drept
cu raza bazelor r echivalent cu o sfera de raza
R,dacaR=24 cmsir=18 cm.

Puncte 0-5 624 24-32  33-55

I

. Aflati aria unei sfere, daca R =36 cm.
. Fie A0, R). Aflati aria calotei de indltime 4,

daca:
R=23cm, h=36cm.

. Fie A0, R). Aflati aria zonei de inaltime 4,

daca:
R=35cm, h=24 cm.

. Aflati volumul sferei, daca aria ei este

3 136m.

. Aflati lungimea tangentei dintr-un punct ex-

terior la A0, R), daca R=16 cm si OM =70
cm.

. Aflati distanta de la centrul (O, R) la secan-

ta AB (4 si B sunt punctele in care dreapta
intersecteaza A0, R)), dacda R =47 cm si AB
=50 cm.

. Aflati distanta de la centrul &0, R) la un

punct M al planului tangent , daca R = 33
cm si PM =14 cm.

. Aflati aria sectiunii obtinute prin intersecta-

rea unui plan secant cu A0, R), daca R =
48 cm si OO’ =22 cm (OO’ — distanta de la
centrul sferei la planul secant).

. Aflati ndltimea unui cilindru circular drept

cu raza bazelor 7 echivalent cu o sfera de raza
R,daca R=18 cm si r =24 cm.

56-65 66-75 7685 8695 96-100

Nota 2 3 4 5
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Suplimentar

1. Fie tetraedrul ABCD. Punctele E, F, G, H, 1, J sunt respectiv mijloacele laturilor: AB, BC, CD, AD,
BD, AC. Demonstrati ca segmentele determinate de mijloacele laturilor opuse ale tetraedrului au un
punct comun.

2. Fie cubul ABCDA B C,D, cu muchiile de 7 cm. Se cere aria triunghiului BC 4.

3. Fie cubul ABCDA B C D, cu muchiile de 4 cm. M este mijlocul muchiei 4 D, N —mijlocul muchiei
A B,. Aflafi aria patrulaterului BNMD.

4. Fie prisma regulata dreaptd ABCDA B C D, cu volumul de 36 cm’ i inaltimea de 6 cm. Aflati ma-
sura unghiului format de o diagonald a prismei cu planul bazei.

5. Fie prisma regulata dreaptd 4BCDA B ,C D, cu aria laterala 128v2 cm” si inaltimea de 42 cm.
Aflati masura unghiului format de planul 4 BD cu planul bazei.

6. Fie piramida regulati ¥4ABCD cu triunghiul VAC dreptunghic si inaltimea VO de 82 cm. Aflati:
a) aria laterald; b) aria totald; c¢) volumul piramidei;
d) tngenta unghiului format de o fata laterala cu planul bazei;

e) raza sferei circumscrise piramidei; f) raza sferei Inscrise In piramida.

7. Fie piramida regulatd VABC cu iniltimea VO de 1043 cm si unghiului format de o fati laterala cu
planul bazei de 60°. Aflati:
a) aria laterald; b) aria totald; c¢) volumul piramidei;
d) raza sferei circumscrise piramidei; e) raza sferei inscrise in piramida.

8. Intr-o cutie sferica se introduce un cub cu muchiile de lungime maxima. Aflati:
a) lungimea unei muchii a cubului, daca raza sferei este de 15 cm;
b) raza sferei, daca lungimea unei muchii a cubului este 18 cm.

9. Intr-o cutie sferica se introduce o prisma dreaptd cu muchiile laterale de lungime maxima. Aflati:
a) lungimea unei muchii laterale a prismei, daca raza sferei este de 24 cm si o muchie a bazei are 4 cm;
b) raza sferei, daca lungimea unei muchii laterale a prismei este de 9 cm si o muchie a bazei are 7 cm.

10. Intr-o cutie sfericd se introduce o piramidd patrulaterd regulati cu muchiiile laterale de lungime
maxima. Aflati:
a) lungimea unei muchii laterale a piramidei, daca raza sferei este de 17 cm raza bazei conului de 15 cm;

v A v

b) raza sferei, daca inaltimea conului (%) este 49 cm si raza bazei conului 21 cm.

11. Intr-o cutie de forma unui con circular drept se introduce o piramida triunghiulara regulati cu mu-
chiiile laterale de lungime maxima si triunghiul bazei inscris in cercul bazei conului. Aflati:
a) lungimea unei muchii laterale a piramidei, daca raza bazei conului este de 12 cm si inaltimea co-
nului — 17 cm;
b) raza bazei conului daca inalfimea piramidei este de 21 cm §i generatoarei conului de 29 cm.

12. Intr-o piramida regulata VABCD se introduce o sfera de raza maxima. Aflati:
a) raza sferei, dacd AB = 12 cm si inaltimea VO = 8 cm, O este intersectia diagonalelor;
b) raza sferei, dacd AB = 42 cm si indltimea VO =20 cm.

13. Intr-o piramida regulati VABC se introduce o sferd de raza maxima. Aflati:
a) raza sferei, dacd a, = 7 cm si indltimea VO =24 cm, O este intersectia medianelor triunghiului ABC.
b) raza sferei, daca @, = 11 cm si Tndlfimea VO = 60 cm.
¢) cosinusul unghiului format planul V4B cu planul bazei dacd a, = 7 cm si indlfimea VO =24 cm.

14. Intr-o piramida regulata VABCDEF se introduce o sferd de razd maxima. Aflati:
a) raza sferei, daca a, = 9 cm si indltimea VO = 40 cm, O este centrul hexagonului bazei piramidei;
b) raza sferei, daca a, = 12 cm si indlfimea VO = 35 cm.
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Pentru concursuri
B Exercitii

n 2 + 2
1. Aratatica Z P= %

i=1
Rezolvare. Se aplica propozitia: (i + 1) =i* + 47" + 6i° + 4i + 1.
Rezulta: 2'=1"+4-1’+6-1"+4-1+1,3'=2"+4-2°+6-2°+4-2+1,4'=3"+4-3"+6- 3
+4-3+41, ., [n=-D+1' = -D'+4n-1Y+6(n -1V +4n-D+1,(n+ 1) =n*+4n’ + 60" +
4n+1. Dupa adunare rezulta

(n+1)—1+4Zz+6Zz+4Zl+n©421—(n+1)7n(n+1)(2n+1) 2n(n + 1) —
(n+1)©4Zz —(n+ D[(n+1) —n@n +1)—2n—1] @421 —(n+ D[(n+1) —Qn + Dn+1)]

11 i=
n(n+1)

<>4Zl—(n+1)(n +2n+1—2n—1)©4Zl—n(n+l)©Z ,
zﬂi):n(n+3)(n4+3n—2).

2. Fie fix)=x"+3x" — 2. Aritati ca este adevarata propozitia:

Rezolvare.Zf(i) Zl+321—221 n(n+1) n(n+1)2(2n+1)_2n:
i1

n(n’ +6n° + Tn—6)
4

(X" + 3x — 2). Rezultd

. Deoarece x’ + 6x° + 7x — 6 = 0 are solutia intreagd —3, x* + 6x° + 7x — 6 = (x + 3)
n(n’ + 6n° + Tn — 6) _n(n+ 3)n’ +3n—2)

. Propozitia este adevérata

4 B 4
. . . . . 2ab atb
3. Pentru a si b numere reale pozitive demonstrati (inegalitatea mediilor): b <+~ab < 5 <
a
a+b? . . . . . .. T
5 (Media armonicd < media geometrica < medla aritmetica < media patratica.)

+ T+ b
bes ab@ﬂ%smb,(n.Ms“ g b "2

(a+byY<2d +b)e2ab<da +b,3).(1),2)si(3) imphca: inegalitatea mediilor este adevaraté.
2

2>2
WAl

Rezolvare. a2 @ 2ab <a+ b, (2).

4. Demonstrati cd pentru orice numadr real x este adevarata propozitia:

X+2 X+1 1 X+1 X+1
) +

1
> & >2 = +
e e = e E S Iy S|

orice numar real x.

Rezolvare. > 2, adevarata pentru

2x=y+ )2}
5. Aflati solutiile reale ale sistemului: b
2y=x+ ;

Rezolvare. Fie x si y numere reale pozitive. Atunci:

2 2

2= y+y>2x/2:x>x/2= < 2(1)2 =x+= >2\/2 zy>xf:y<—(2) 2(x+y)= x+y+2+

;zwz, (3). (1), (2), (3) implica: 22 < x+y:;+;zzf 2=>x=y=12.
Se constata ca: daca (a, b) este solutie a sistemului, atunci si (—a, —b) este solutie. Multimea solu-

tiilor sistemului S = {(—\2, —2), (2, V2)}.
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Raspunsuri. Rezolvari

Modulul 1. Recapitulare si completari

1. Multimea numerelor reale
241 593

3. a) -12,(241) = -12 999" 5. a) -15,5098) = -15 990" 8. a) —10,2003000400000... b) —1,49162536...

¢) 79,010010001...; 21,024681012... d) —82,248163264... 9. Procedati ca in teorema demonstratd. 10. Numarul
termenilor care nu pot fi scrisi este infinit. 10. Numarul termenilor care nu pot fi scrigi este infinit.

12.2)15,7 =15+ —L 1 .b)8%=8+ I C 13 x=y=2z=7.b)x=2,y=8.z=4.

1+ T St3
2+ §

14. Pentru numerele m = 100a + 2Vab + b = (10Va + Vb)". Rezulti m € {121, 144, 169, 441,

484,961},

2. Reprezentarea numerelor reale. Modulul unui numar real

50a)| 2x+12|=9<« 2x+ 12=9sau2x + 12 =-9 & 2x =21 sau 2x = 31 & x =—11,5 sau 2x =

—15,5=> 8= {-11,5; —15,5}. 6. V. ex. rezolvat 2. 7. V. ex. rezolvat 7. 12.a) | 3x + 11| >0si |8y — 15|
>0si|182—15|>05i]|25t—27[>03x+11=05i8y—15=051 18z—15=05i25t—27=0 < x=-3)

(6) siy=0.875 si 2= 0.8(3) si £ = 1,(8). 13. 2) Y 9x* — 30x + 25 + 25)> + 70y + 49 + /812 + 72z + 16
—0eVGx—5" +V(5y+77 + V(9247 =0 [3x—5|+|Sy+7|+]92+4| =0 3x—5=0si
5p+7=0si 92+4 =0 x=1,6)siy=-24siz=-0,09). 14. a) \/36x2—12x+5 =\/(6x—1)2+4

> 2. V1212 + 66y +34 = V(1ly+3)+25 > 5, 97+ 24z+80 = (32 +4 +64 > 8. Re-
i V36x'—12x+5 + V1212 +66y+34 + V924242480 = 15 & 6x — 1 = 0 si 11y

+3=0si 3z+4 =0%x=0](6) siy=—% siz=—1,3). 15. a) V11, V13, V15, V17, V19,
V31,33,v35,V37.

3. Operatii cu numere reale

11.2) 19,5(3,7 + 6,3) = 19,5 - 10 = 195. 13. a) 9,45 - 3,34 + 9,45 - 5,38 + 9,45 - 1,28 = 9,45(3,34 + 5,38
+1,28)=9,45-1=9,45.14.2) 65,3 - 2,37+ 65,3 - 1,18 = 65,3 - 1,55 =65,3(2,37 + 1,18 — 1,55) = 65,3
2=130,6.15.2)36: 1,7 +43: 1,7+23:1,7=(36+43+23): 1,7=102: 1,7 = 60. 16. a) (3 824 +
5715-2239):7,3=7300:7,3=1000.17.a) 1,28(1,75 + 1,59) + 2,05(1,75 + 1,59) = (1,75 + 1,59)
(1,28 +2,05) = 3,34 - 3,33 = 11,1222. 18. a) 23,7(8,95 — 2,28) + 42,9(8,95 — 2,28) = (8,95 — 2,28)(23,7
+42,9) = 6,67 - 66,6 = 444,222.19. 2) 58,7 - 7,63 — 58,7 - 4,27 — 25,4 - 7,63 + 25,4 - 4,27 = 58,7(7,63 —
4,27)—25,4(7,63 —4,27) = (7,63 — 4,27)(58,7 — 25,4) = 3,35 - 33,3 = 111,555. 20. 2) 79,2 - 10,22 - 79,2 -
6,85~ 45,9 - 10,22 +45,9 - 6,85="79,2(10,22 — 6,85) — 45,9(10,22 — 6,85) = (10,22 — 6,85)(79,2 — 45.9)
=3,37-33,3=112,221. 21. a) 12,3(1,15 + 1,26 + 0,98) + 20,8(1,15 + 1,26 + 0,98) = (12,3 + 20,8)(1,15
+1,26+0,98) = 33,1 - 3,39 = 112,209. 22. a) 15,5(1,49 + 5,73 —3,86) + 17,9(1,49 + 5,73 — 3,86) = (15,5
+17,9)(1,49 + 5,73 — 3,86) = 33,4 - 3,36 = 112,264.
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Suplimentar o o S
1. a) 0,(bc) =x; 100x = x + be, de unde x = be a (bc) =a + be b) a(bb,.b)=a+ 592.“9", de nori

99° s o
e —_— - — +
cifia 9. 2. a) Fie 0,pc(def) = x. Atunci, 100x = be + 0,(def). Rezulti: b + 0,(def) = 2 "”00099 9[’0"0 def
bedef — be bedef — b ———— bedef — be
= JT; x = 99fW; a,bc(def) = a + 99fW b) a,blbz...bn(clcz...cm) = q +
bb,.bcc,.c —bb,..b o ) . _

99. 90 0 , unde 0 apare de 7 ori si 9 apare de m ori. 3. Se tine cont cd A = 4A si se

oo =b=NA o —byA B . .
inlocuieste in x, = ——— six, = —_— . 4. Suma termenilor sirului este un numar impar. Prin

urmare 2n + 1 — 8k este numar impar pentru orice k£ — numar natural nenul. Asadar, nu se poate obtine
un sir cu toti termenii egali cu 0. 5. 2, 12, 1112, 3112, 211213, 312213, 212223, 114213, 31121314,
411221314, 31221324, 21322314, 21322314, Numarul este periodic. 6. a) ¢ =2,010110111011110...

b) ¢ = 5,30330333033330... 7. Fie 4B = a, AM = x, MB = a - x. Atunci —— = 2 (a - = ax,
. . aB-5) a3 +\5 _ 1+45
Ecuatia are solutiile « 2\/ ), « 5 v ). Valoarea raportului este 2\/ .8, A1+ 1+V1+.... =x
+5

. 9. Suma inverselor are numi-

implicd x* = x + 1. Ecuatia are solutia pozitivd numirul de aur ¢ =

torul n(n + 1)(n + 2). Rezulta ca numarul zecimal are perioada mixta. 10. Se constata ca 5 este solutie a
ecuatiei. Orice ecuatie de gradul I este echivalenta cu o ecuatie de forma ax + b= 0. Cu ajutorul ei se afla

zeroul functiei de forma f{x) = ax + b si zeroul acesteia este unic. Deoarece ecuatia data este de gradul I,
a+b<0 icia-i-b>0

b+d o d b+d

12197  +2=9n" + ("’ + 1)+ B’ = 1)’ +4n* . 13.5x— | 2x—3 |=12sau 5x — | 2x—3 | =—12 & | 2x— 3 |

=5x—12sau|2x—3|=5x+12e2x—3=5x—12sau2x—3=12—5xsau2x—3 =5x+ 12 sau 2x — 3
9 15 1 7 13 19 2005 _4 10 16 22 2008

=—5x—-12.8= { 773 5} 14. Flea_z E E Z 2008 <7 E E g 5011

5 este unica ei solutie. 11. % < 5 implicd ad — be < 0. Rezulta £ —

1
Rezulta: o> < W . 15. Se cerceteaza ultima cifra a fiecaruia dintre numerele

1
2011°
(Gx+4)"* (2y—9)" si 2 578", Ecuatia nu are solutii in Z. 16. Se tine cont ca 10°%° < 22 < 10
17. Exponentul lui 2 din descompunerea in factori primi a numarului 2009! este: [@] + [w] +
[2 009 1,1 1 1

1024]21004-1- 1003+...+1=1004(1004+1):2=504510. 18. 1—5+§—z+...+2009—

1 1 1 1(11++1):1+1++1+1

=1+—= L+*+...+*-2 .
2010 2 3 4 2010 2 4 1010/ 1006 1007 2009 2010

19. at + (1 — pp = LU =00
t+(1-9

100 - 2" & s=100-2"".21. 25" =13 + 14 + ... + 37. 22. a) 10 201. b) 1 004 004. c¢) 100 060 009.

d) 10 000 900 006. ¢) 2 000 002 000 005. 23. a) 5 616. b) 1 030 221. ¢) 100 902 024. 24. Se tine cont

cd 10°% < 229 < 10%°, Rezultd: 600 < 0(22°™) < 606; o(0(22°")) = 3.

Modulul 2. Rapoarte algebrice

Suplimentar

1 l—x+x—xX+xX - +x—x+x -+ -+ + 1
La)7—,= 1—x Ql—xz

este media ponderata a numerelor @ si b. 20. Se constatd ca 2s — s =
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(1-x)+x(1-x)+x(1-x)+x'(1-x)+x' A -x)+x°(1 —x) +x*A —x) + ... o !
1 —x 1—x

A-0)A+x+xX+x+x' +x +x°+x" +x° + .. - 1
1—x 1—x

=l4+x+xX+x+x+x+x+ .

R e T St A St S St St St SR it S S ST 1
b) 2 _ .2 hid 2
1—x 1—x 1
(1—xﬁ+x%1—x5+xk1—x6+x%1—f)+”.@ 1 (l—x)u—+x-+x:+x +x T
1—x 1-x 1—x 1-x

1 _1-i-x3—x3—x(’+x6-i-xg—xQ—xlz-i-x1 A St St A A
1+x° 1+

1 (1+x) -1 +x)+x°(1+x) =2 (1 +x) +x°(1 +x) —x"(1 +x) +x"*(1 +x)— ...
1+x 1+

1 _(1+x3)(1*x3+x6*x9+x12*x15+x18*...) 1
1+x 1+x ©1+x3

=1+ +x +x+x + . c)

<>

3,6 9, 12 15 18
=]l-x"+x —x +tx —x +tx —..

3 3 6 9 12
— + X+ X+ X+
4:1—x4+x8—x12+x16—x20+x24—...2.a)1+x3+x6+x9+x12+...:(1 xH)(1+ x x3 X +x+..
l+x 1—x
Q- XA )0 - )+ XA -x)+... 1 +x X +x X +x—
1 1-x 1 1-x 1
. P = o) 1 X X = ——
1—x 1—-x 1—-x
a)(1-x)(1+x+ X +x)=l-x+x—xX+xX - ¥ +x—x'=1-x"b) 1 -1+ x+ X +x +x*
=l-x+x—-xX+x -2+ - x+x'-F=1-Y.o)l-01+x+ X+ +x'+xX+,)=1-x+
x— X+ -+ -t =1
2 3y 2 2 3 3 4 4 2 3 4
4.l +tx)(1—x+x—x)=l+x—x—x+x+x —x—x=1-x.b)(I+x)(1—x+ x —x +x)
=l+x—x— X +xX+x —x— x +x+ X=1+x.¢c)(1+x)(1— x+ xz—x3+x4—x5+,,,)=1+x—x
2 2 3 3 4 4 5 .
—Xt+txt+x —x—x +tx +x—..=1

5.8-2VT=(VT— 1512+ 3T=12+3T+VT—1=11+4/T=(T+23VT+2 -1-V1=1.
(\/12+3\/—+W—1—\/_)2024=1

6. V3-V3+V26-221 - V3+V31126-2v20 = Vo-3+V26_2v21; Ve+v26- 221

V 6-v26-2v21 =36 - 26 - 221 =V 10+ 2v21;y10 + 2v21 - Y10 2121 =16 = 4.

7. a) Varianta 1. Se aduce la la forma cea mai simpla suma rapoartelor din membrul stang. in final forma

cea mai simpla este raportul din membrul drept. Varianta 2. Fie a = b. Atunci propozitia devine: 0 +

a-c _c-a _ 0-(b-c)c—a)

l+ac  1+ac (1+ab)(1+bc)(1+ac)

¢, (2). Pentru a = 3, b =2 si ¢ = 1, propozitia devine: — % =— %, (3). (1), (2) si (3) = propozitia este
b—c c—0 0-b _0-(0-Db)b—c)c—0)

011 P 0 1T 0 T 0o+ no+ny 07

d)

< 0 =0, (1). Acelasi rezultat se obtine pentru a =c si b =

adevarata. b) Pentru a = 0 rezulta: 0 -

0, (1). Analog se deduce ca pentru b =0 si ¢ = 0 rezultd 0 = 0, (2). Pentru a = b rezulta: b - b[f T +b

c-b +0=0 <« 0=0. Analog se deduce ca pentru b =c si a = c rezultd 0 =0, (3). Pentrua =2, b

Be+l
=1 si ¢ = 0, propozitia devine: 2 - 120, 1. 022 . 270 Requlia 0 =0, ). (1), (2), 3) si

0+1 0+1 0+1
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0 N b—c N
1+2b+2b*  1+2b+2bc

(4) = propozitia este adevarata. c) Fie a = b. Atunci propozitia devine:

c—b _ _ . . L _ o
1526+ 2be 0« 0=0, (1)1. Ac2e1a$1 rezultat se obtine pentrua =csib=c, (2). Pentrua=2,b=1 si

¢ =0, propozitia devine: éﬁ- 5 3w (3). (1), (2) 51 (3) = propozitia este adevarata.

8. 2) | 1 __a. b 1 _antatbn 1 _ nlatbta
an2+n nn+1)y n(n+1) n n+l1  nn+1) n(n+1) n(n+1) nn+1) °

(1).(1)=>1=an+a+bn©n(a+b)+a=1©{Z:;:()@{Z:lb©{z:11(2).(2)=>
1 L 1 1 a4, b 1 B

n ntl’ P +4n+3 n+1DH(n+3)” n+1)(n+3) n+tl n+3 (n+ 1D(n+3)

an+3a+bn+b 1 _nla+b)+3a+b B atb=0
Mt 1) Gt Dn+3) amtD) ’(1)-(1):1‘”(“””3“”@{3a+b:1
a=-b _(a=05 1 05 05

{ {b 05(2) @)= ntdn+3 ntl o n+3

n(n+1)

2023 1 _ 1 B 2 022 ) Zf Zf 0’5 72023 0,5

1
S En Zn+l 02023 2023 ) & 2v4n+3 SEntl n1n+3_0‘5(1

1 1 1 1
2 3 2024 2024 2025)

. 1 2007 1 2007 _ 2006 1
10.a) 1 +2 006! =1+ = =1: = . (1 —_— +
2 2006 2006 ~ 1+2006" 2006 2007 M T T2 0067
1 . 1 1 1 1 1 1
2007 1, (2). Analog se deduce ca: 152005 2006 1; 520047 2005 1; ... 320 3
=1,(3).2006—2+1=2005512007—-2+1=2005, (4). (2), (3)si (4) = e=2 005. Rispuns: 2 022.

v —uv—u?

11. a)) Fie a = *, b =17, (1). Se simplifica raportul: v w -t =t - 1) +

wtu+v
wu—D) =1’ u+Du—D+wu—1D)=uw—- ) +u+v)=u’—u, (2).(1)si(2) > r=a-Va.
aw’ — av* + bu*v — buv’
au+ buv + av
=) + buv(u —v) = a(u + v)(u — v) + buv(u —v) = (u — v)(au + buv + av), (2). (1) si (2) = r=\/_—\/c_z’.
12. a) Fie x = 17, (1). Se simplifica raportul: & +2a‘if j‘f‘;ﬁ’; 2U Py 2t dau o+ 2u=(a
uf +2a+u)y=(a+u)a+tu+2);ad—a+au—u=ala+u)—(a+u)=(a+u)a-1),2).()siQ)
2
(“(;Z)i‘)‘éﬁ)z)="Zf?2:r=a+a\/_;1+ b)Y —3x-2=x —dxtx-2=x(x+2)(x—2)+
(x=2)=(x—-2)*+2x+D)=(x—-2)x+ 1) (). X -3x+2=x"—4dx+x+2=x(x+2)(x—2) + (x +
D=x+2)xX*-2x+1)=x+2)x—- 1, Q). (H=>x-DV¥*-4+x -3x-2=x+Dx—1)Vx-2

Vx+2+(x—2)x+ D=+ 1Wx—2[(x—1)Wx+2+ x+ 1)Vx—-2], (3). Analog 2) = (x*— 1)Vx* -4

T3+ 2= (- DVx+ 2[00 - DY+ 2+ (e + DV —2], (4). 3) si(4)=>r=%.

13. a) Varianta 1. Se dezvolta prin inmulgire. Varianta 2. Se verifica alegand valori pentru variabile.
Fie tripletul (0, 0, 0). Prin inlocuire se obtine propozitia adevarata: 0 = 0. Fie tripletul (1, 0, 0). Prin
inlocuire se obtine propozitia adevarata: 1 = 1. Aceeasi propozitie se obtine pentru (0, 1, 0), si (0, O,
1). Pentru (1, 1, 1) se obtine: 9 = 3 + 6. adevarat. b) Pentru (0, 0, 0) se obtine propozitia adevarata: 0
= 0. Pentru (1, 0, 0) se obtine propozitia adevarata: 1 =1+ 0 — 0. Pentru (1, 1, 1) se obtine propozitia

b) Fie ¢ = %, d =V, (1). Se simplifici raportul: cau’ — av* + bu*v — buv* = a(u?
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adevarata: 27 = 3 + 27 — 3. ¢) Pentru (0, 0, 0) se obtine propozitia adevarata: 0 = 0. Pentru (1, 0, 0) se
obtine propozitia adevarata: 1 =1+ 0 — 0. Pentru (1, 1, 1) se obtine propozitia adevarata: 27 =3 + 24,

Modulul 3. Functii
Suplimentar
S.a)fi-1)=2=>1-p+qg=2<-p+g=1,(1). Pentruy = ax* + bx + c, abscisa varfului x :7%’
2).2)=> —% =—1l<ep=2,3).(1)si(2) = ¢g=3.b) Raspuns: p=4; g=>5.
6.2)f(-2)=1=24-2p+qg=12p+tg=-3,(1).fi3)=0=>9-3p+qg=0<-3p+g=-9,(2).
. 2p+qg=-3 p=6 p=6 < _ _
si(2) = S = b) Raspuns: p = —6; g = 4.
(1) si(2) Bptg=—9 T 1 p+g==3 " {q=9. ) Raspuns: p q
7. a) fare un singur punct cu axa absciselor, daci A = 0. Rezultd: 9 —4m* =0 <> (3 —2m)(3 +2m) =0 =
m= 1,5 saum =—1,5. b) Raspuns: m =—1,25; m = 1,25.
8. a) fare un singur punct cu axa absciselor, daci A > 0. Rezultd: 4m*> — 4(m — 1)* > 0 < 4m” — 4m* +
8m—4>0<«m=>0,5 me[0,5; ©). b) Raspuns: m € [0,1(3); =).
9.2)f(1)=3=>1-2m"+m+3=3¢—-2m*+m+1=0,(1). Pentru y = ax® + bx + c, abscisa varfului
2m’ . .
X, = %, 2).2)=> % =1 < m’>=1, (3). Propozitiile (1) si (3)sunt adevirate simultan daca m = 1.
b) Raspuns: m = 1.
10, A)=0=>m-—m*—m+1=0<¢-m*+1=0,(1). (1) m’=1<m=1saum=-—1, (2). Parabola

y = ax*+ bx + ¢ are ramurile orientate in sus dacd a > 0, (3). (2) si (3) = m = 1. Raspuns: m = V2.
A

4a’
(D). A=d4m*+dm+1—-4m*—4=4m—-3,2). ()siQ)=>—-4m-3):4=1:44m-3=-1em=
0,5. b) Raspuns: m = 0.

12. a) Functia de gradul I de forma f{x) = ax + b este strict crescatoare, daca a > 0, (1). A1)=0=>m
—m27m+3=0©*m2+3=0©m=*\/§saum=\/§, (2).(H)si(2) > m=1V3. b) Raspuns: m = 2.
13. a) Parabola y = ax? + bx + ¢ are ramurile orientate in sus dacd a > 0 si intersecteaza abscisa in doua
puncte, daca A>0,(1). A=25+12m,(2). (1)si(2) =25+ 12m>0sim>0<em>-25sim>0=>
m € (0, ). b) Raspuns: m € (—o, 0).

14.2) (1)=45si 0)<0,(1).m’—2+m=4em+m—-2=0¢m=-2saum=1, (2). A0) =m, (3).
(1), (2)si (3) > m=-2.b) Raspuns: m = 1.

15.2) fim)=2si m>0,(1).m’—4m+2=2em* —4m=0sm=4saum=0,(2). (1)si( Q) =>m=
4.b) Raspuns: m =—1.

Modulul 4. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme

Suplimentar

1. a) Fie y = x%, (1). Rezulti ecuatia y* — 7y — 8 = 0, (2). Ecuatia (2) are solutiile —1 si 8, (3). (1) si (3)
implica: x> = 8, (4). V8 =22 , (5). (1), (4) si (5) implica: multimea solutiilor ecuatiei initiale este: S
= {—2\5, 2\5}. b) Réaspuns: S = {—\/7, \ﬁ}. ¢) Rispuns: S = {—\10, V10}. d) Rispuns: S = {—13,
V13 }. e) Raspuns: S = {-3, 3}. f) Rispuns: S = {—\13, 13 }. g) Rispuns: S = {—/10, V10}.

2. a) Fie y =x%, (1). Rezulti ecuatia y* + 9y + 20 = 0, (2). Ecuatia (2) are solutiile —4 si -5, (3). (1) 51 (3)
implicd: multimea solutiilor ecuatiei initiale este: S = @. b) Raspuns: § = Q. ¢) Raspuns: S = 0.
3.a)FieS=x +x,=7siP=xx,=-3,(1). S®=8-2P, (2). (1)5i (2) > S® =49 + 6 = 55. 8® =

S —3SP, (3). (1) si (3) = S® =343 — 63 = —406. S = xi + xi - %, (). (1) si (4) = SOV = % =2,(6).

Lo LS 5rmsie=so=22 -6,

11. a) Pentru y = ax* + bx + ¢, ordonata varfului parabolei (valoarea minimd sau maximd) y = —

S(*Z):i_kifij
x2  x} P
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4. a) Fie ecuatia x? — Sx + P=0 cu x, §i x,. Se stie cax, +x, =S, x.x, = P. Atunci: x7 — Sx, + P=0si x
—Sx, + P=0, (1). Dupé adunare, (1) = S® =82—-2P, (2). (1) = x —Sx}? + Px, =0six; —Sx; + Px,
0, (3). Dupi adunare, (3) = S® — S(S* ~ 2P) + P+ S =0 © SO = §3 — 38P, (4). (3) > x* — Sx? + Px? =
0six; —Sx} +Px} =0, (5). Dupa adunare, (5) = S¥ - S - S® + P - S® =0, (6). Ecuatia are: S =7; P
=-2;S@=82-2P=49 +4=53;S® =343 +42=385;S®—-7-385-2-53=0« SP=2695+106
< S®=22801.

2
2

5.a)DVAeste R Fiey=* "2 (1). (1) > *— 2y =3 & *— 2y~ 3 =0, (1). Solutiile ecuatiei (1) sunt
x+2__1
. . B x+2=—x A x+3
~15i3,(2).(1)si(2) > o, 5 _3, T5={3.11.b)DVAeste R Fiey ===, (1).
v x-|~3=1
()= )" —5y=—4<1"—5y+4=0, (1). Solutiile ecuatiei (1) sunt 1 si 4, (2). (1) si (2) = o
x+3=x > S5= {1} Jr3=4
x+3=4x ’ X
6 {x+3(x+2(v—2))=—8 o[ X302 -4H=-8 _ [x+or+t6y-12=-8
3x =24y + 5(x —3)) =31 3x—2(4y +5x—15)=31 3x—8y—10x+30=31 "
10x + 6y =4 4(10x + 6y) = 16 40x + 24y =16 19x=19 x= _ B
{—7x—8y=1 "{3(—7x—8y)=3 Cl2-24y=3 T | Tw+8y=—1 T |y=-1.7 57

7 a) Fie u = 1 .1 1 13I3u—5v:4 @{4(314—51/):16 @{1214—20\/:16 -
s Few = stv = (D= 9y 40225 ¥ Usu +4v) = 125 1350+ 200 =125
1

— =3
47u =141 u=3 u=3 u=3 x+y {x—i—y 0(3)
{3u—5v=4©{3u—5v=4©{9—5v=4Q{v=l,(2)'(2)=> | “lx-y=1
2x=1,(3) {xzo,(é) B o x—y
{2)/—-0.(6)@ --0.03) = §=1{(0,(6); -0.(3)}.

. 1 . 1 3u—2v=-5 43u—2v)=-20 {12u—8v=—20
b)Fleu_x+y—9Slv_x—y+4’(1)'(l)=>{5u—8v=1 ©{5u—8v=1 “ 1 5u-8v=1

1 —_

Tu=-21 u=-3 u=-3 u=-3 x+ty-9
{3u—2v=—5©{3u—2v=—5Q{—9—2v=—5©{v=—2,(2)'(2)=> 1 __2‘1’
{x+y 9=-0,3) , x+y=8,6) _ x—y+4
x—y+4=-0,5 x—y=—4,5 ete.

) u+tv=>5 2u=6 u= | x |
8.a)Fleu=|x|$1v=|y|,u2051\/20,(1).(1)3{u_V:1 {2‘}:4@: —2 ,(2). (2)=>{|y|

u=3
u=-3
® by T87(3,72),(3,2),5,72), 3, 2);.
v=-2
3x+1|2y—=5|=7 3x+1|2y—=5|=7 _
b) x| 6y—15]|=1 x+3[2p-5|= (1) Fieu=|2y—5|,u >0, (2) MHsi2)=_ 3=
x 2
3x+tu=17 10u=10 x=2 x=2 2y 5—— y 2
{3x+9u=3©{x+3u=1 {u—l @-@=12p-51=1% x 2 x 2™
§=1{(2,2),(2,3)}. 2y S5=1 y 3
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_ _ + —_ _ _ +5|=
){|x 11[=]2y+10| 2©{|x 11|-2/y+5]=

13x-33|+| Ty +35|=7 3|x—11|+7|y+5|—7 (D-Fieu=|x—1l]u 20,v=]y+3],

x=11
vzo,(z>.(1)si<2)=»{§‘u_+2$v23¢> Z‘,I?ﬁj@{ﬁ {I;léﬂ'_l(w) {i:ff—l
{x=11 {y+5=1
- y:_61 = §={(11,-6), (11, 4)}.
{y=4

9. Se tine cont cd: [ V7 —3|=3- V7;|V5-1]=v5-1;|V3-2[=2-3;[V5-3]|=3-+5, ().
(1):{(3—@x+(ﬁ ;1)y=x(1_—ﬁ)_+ﬁy©{(3 VT -1+ x+ (51 -V5w=0 _

Q=3B -V5)y=-3x+5y-4 Q-3+ -3 -V5+5)y=—4
2x—y=0 {2x—y=0 {x=—1 _

N & 2).(2)=> S={(-1,-2)}.
{2x+y=—4 4x=—4 y=—2,()() i« 2
10. a) D = §, unde este multimea solutiilor sistemului de inecuatii: 172 +70 > 0, (1). Inecuatiile
se rezolva, aplicand metoda intervalelor. Ecuatia y* — 7y + 10 = 0 are solutiile: 2 si 5, (2). (2) = functia

de forma g(x) = xt =7 + 10 = (x — 2)(x’ — 5) are zerourile: —\'5, —\2, V2, V5. Tabelul semnului este:

[ 5 2 2 s
gx)y] +0 -0+ 0-0 +
(—o0; 5] U [V2, V2] U [\/5; ), (4). Analog se obtine multimea solutiilor inecuatiei a doua S, =
(=o0; V1) U (6, V6] U (V11; ), (5). (1), (4) 5i (5) = 5=, N S, = (—o0; \11) U [2, V2] U
(\/ﬁ ; 0). 11. Raspuns: pentru doua numere.

Geometrie
Modulul 6. Recapitulare si completari. Cercul

{x ~ 7 +10>0

(3). (2) i (3) = prima inecuatie are mulfimea solutiilor S, =

. A
Suplimentar =
1. (Teorema punctului interior) Fie coarda CD care contine punctul M. T.Ungh. b <h
Ins. implica ZDAB = /. DCB, (1). LAMD = £/ BMC (ungh. op. varf), (2). Conform C
, AM _MD /
UU, ()i (2)) = AMMD ~ ACMB, (3), (3) = = 3 > (4). (4) = AM - MB= CM - MD %

3. Fie o secanta care contine punctul 4 si intersecteaza cercul

pentru orice coarda AB. A
2. Fie coarda AB perpendiculara pe OM, (1). Teorema puterii punctului M implica p = ‘
oM’ , (2). Conform T.Pitagora, (1) si (2) = p =+ — OM". =

in punctele £ si D. LZABE = £ ADC (unghiuri cu acelasi suple-

C
t), (1). Conform UU, (1) = AABE ~ AADC, (2), (2) = 48 ‘ ~
mle onform D )\
1C° (3).(3)=>AB-AC=AD - AE = AB - AC = constant. B
4. Fie AB o tangenta din A4 la cercul de raza r i centru O, (1). Teorema
puterii punctului 4 implica p = AB’, (2). Conform T.Pitagora, (1) si (2)
=>p=O0M -r. c M
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5. Dreapta OI intersecteaza cecrcul circumscris triunghiului 4ABC in F'si G, A
iar [LD] este diametru. £ZNAI = £ BLD, (unghiuri Inscrise de aceeasi masura),

A—1-D, (1). Triunghiurile ANI si LBD (inscris Intr-un semicerc) sunt drept- g

unghice, (2). Conform UU, (1) si (2) = AANI ~ ALBD, (3), (3) = % - %
g % - é = Al- BD = 2Rr, (4). Fie m(£BAC) = 2x° si m(LABC) = 2y°, (5). B

(5) = m(£LBID) = x° +)° si m(£IBD)=x°+1°,(6). (6) = BD = ID (BDI tri-

unghi isoscel), (7). (4) si (7) = Al - ID = 2Rr, (8). Puterea punctului / este:
Al-ID=FI-IG=R—OF, (9). (8)si(9)=2Rr=R—OI = O =R’ —2Rr.

6. Se aplica teorema unghiului format de o tangenta cu o coarda, (1). Fie AB = ¢, BC
=a, AC=b, (2). Conform (1), UU = ADAC ~ ADBA, (3). (2) si (3) = b4 _DC_

) . DB DA
4B _c D4 DC (C) be (c) , (4). Analog se deduce ca AFBC ~ AFAB, (5).

AC b DB DA \b) T DB \B
A (bY _EB (a\ . FA DC EB (c\ (bY
(5)=>F7C—(5),(6). La fel se deduce Caa—(;),ﬂ). (4), (6) si (7)=>ﬁﬁa—(g) (;)

2
: (%) =1, (8). Conform reciprocei teoremei lui Menelaus, (8). (8) = punctele D, E, F' sunt coliniare.
7. Fie AF N BC = {S}, AF N DE = {U} si BC N DE = {T}, (1). Se aplica teo- S
rema lui Menelaus (directd), (2). Se aplica teorema lui Menelaus (reciproca), (3).

Fie triunghiul STU cu transversala B — 4 — P, (4). Conform (2), (4) = Pr U4,

% =1, (5). Fie triunghiul STU cu transversala M — D — C, (6). Conform (2),

MU SC TD o .
6) = VS TC DU 1, (7). Fie triunghiul STU cu transversala N — E — F, (8).

NS TE UF
NT EU SF
or, (10). (10) = S4 - SF =SB - SC, TC - TB=TD - TE; UE - UD = UF - U4; (11). (5),
PT UA SB MU SC TD NS TE UF .
DO =55 54 18 Ms 1C DU Nr EU sF L2 (1Dsi(12)=
PT MU NS

Conform (2), (8) = =1, (9). Se aplica teorema punctului exteri-

PU MS NT
8. Se aplica: proprietatile patrulaterului inscriptibil, (1); teorema unghiului in-
scris, (2). Fie: m(LAGE) = x°, (3); m(£LCGF) = )°, (4). Patrulaterul AGME are
doua unghiuri opuse drepte, (5). Conform (1), (5) = AGME este patrulater inscrip-
tibil, (6). Conform (1), (6) ® m(LAGE) = m(LAME) =x°, (7). (7) ® m(LEAM) B
=90° —x°, (). (8) > m(LEAM) =90° — x° = 180° — m(£LBAM) = m(arc BAM) :
2, (9). Analog se deduce ca: m(£LBCM) = 90° — y° = m(arc BCM) : 2, (10).
(9)si (10) = 90° — x° =90° —y° = x° =y°, (11). Teorema unghiurilor opuse la
varf, (11) implica: proiectiile lui M pe laturile triunghiului sunt puncte coliniare.
9. Se aplica teorema unghiului inscris Intr-un semicerc, (1). Se aplicd teorema
unicitatii perpendicularei Intr-un punct pe o dreapta, (2). Se aplica teorema lui
Simson, (3). (1) = unghiurile BEM si AEM sunt drepte, (4), (2) si (4) > E
este proiectia lui M pe 4B, (5). (1) = unghiurile AGM si CGM sunt drepte, (6),

B 7/ C
(2) 51 (6) => G este proiectia lui M pe AC, (7). (1) = unghiurile BFM si CFM w
sunt drepte, (8), (2) si (8) = F este proiectia lui M pe BC, (9). Conform (3),

=1, (13). Conform (3), (13) = punctele M, N, P sunt coliniare.




(5), (7) si (9) = punctele lor de intersectie, cu exceptia punctului M, sunt coliniare.
10. Segmentele AD, BE, CF sunt ceviene. Se aplica proprietatea tangentelor dintr-un

| I BD CE AF _
p;;ct eét;nor%(j). (1)=> AE=AF,BF=BD,CD=CE, (2).(2) > DC EA FB
DC EA BD - 1, (3). Conform teoremei lui Ceva, (3) implica segmentele 4D,

BE, CF au un punct comun.

11. Se aplica proprietatea bisectoarei: punctele bisectoarei unui unghi sunt egal de-
partate de laturile unghiului, (1). Bisectoarea unghiului exterior B se intersecteaza &/
cu bisectoarea unghiului exterior C in punctul D, (2). (1) si (2) = dist(D, AC) = AV
dist(D, BC) = dist(D, AB) = dist(D, AC) = dist(D, AB), (3). Conform (1), (3) = D [~ W
este un punct al bisectoarei unghiului BAC, (4), (4) = D este centrul cercului
exinscris de razd r, = dist(D, BC),

12. Segmentele AD, BE, CF sunt ceviene. Se aplicd proprietatea tangentelor dintr-un
punct exterior, (1). Fie AB=c, BC=a, AC=b,BD=x, BC=y, EC=1t,AE =z, AF = u,
BF=v,(2).(1)si(Q)=a=x+ysix+tc=b+ty,b=t+zsit+ta=c+z;c=u+vsi
vta=btu=>2x=a+b—csi2y=a-b+c,2t=b+c—asi2z=atb—c=>x=z=>

BD = AE, (3). Analog rezulta: DC = AF, (4). CE = BF, (5). (3), (4)si (5) = BD CE .

AF  AE BF AF S . T
FB - AF EA FB - 1, (6). Conform teoremei lui Ceva (reciproca), (3) implica segmentele AD,

BE, CF au un punct comun.

13. a) Se aplica proprietatile patrulaterului inscriptibil, (1). Fie m(£DBC) = x°, ‘
E, B— E — D, astfel incait m(£BAE) = x° si m(£LDBA) = y°, (2). Conform UU, (1) si A \
AB BE D

(2) = MBE ~ MCD, (3). (3) > & = (5> (4). (4) = 4B - CD = AC - BE, (5). Teo- WW

rema unghiului exterior implica: m(£ZAED) = x° +°, (6). Conform UU, (1) si (6) = C

AADE ~ AACB, (7). (7) = ng - %, (8). (8) = AD - CB = AC - DE, (9). (5) 5i (9) = AB - CD + AD -

CB =AC-BE+AC-DE=>AB-CD+ AD - CB =AC(BE+ DE)=> AB-CD+ AD - CB =AC - BD.

14. Se aplica asemanarea triunghiurilor, (1). Conform (1), UU implica: AAEB ~ ADEC 4

. AE BE AB AE DE AD .

si AAED ~ ABEC, (2). (2) > DE - CE_CD’ (3); BE -~ CE_ BC’ 4. 3)si(4)=>

AC _AE CE_AD CD _AC_AB-AD+BC-CD . . . . _BD p D

BE BE BE BC AB~ BE BC- AB () (st =g =

BE  DE_BC CD _BD_AB-BC+AD-CD (o o o AC BD_ ¢

AE AE AD AB AE AB - AD BE AE

ABAD +BC-CD AB-BC+AD CD _AC AE_AB-AD+BC-CD AB-AD _ . . _
BC-AB ) AB - AD BD BE AB-BC+AD-CD AB'BC’()'()sl()

$£:AB~AD+BC~CD
BD AB-BC+AD:-CD-

15. Se aplica: proprietatile patrulaterului inscriptibil, (1); proprietatile
liniei mijlocii, (2). Fie cercul circumscris triunghiului median (format de
liniile mijlocii ale triunghiului), (3). ND = 0,54C, (mediana din varful un-
ghiului drept a triunghiului ADC), (4). (2) si (4) = MDNP — trapez isos-
cel, (5). (3) si (5) = M, D, N, P —puncte conciclice, (6). E si F determina
cu mijloacele laturilor trapeze isoscele, (7). (3), (6) si (7) = M, D, N, P, E,
F — puncte conciclice, (8). Conform Ip., (2) = unghiul RNM este drept
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(unghiuri cu laturile respectiv paralele), (9). Conform (1), Ip. si (9) = MDER — patrulater inscriptibil,
(10). (8) si (10) > M, D, N, P, E, F, R — puncte conciclice, (11). Analog se arata ca M, D, N, P, E, F, R,
S — puncte conciclice si ca M, D, N, P, E, E, R, S, T — puncte conciclice.

16. Fie cercurile circumscrise triunghiurilor APN si CMN. Ele au punctele
comune V'si N, (1). Se aplica proprietatea unghiurilor opuse ale,unui patrula-
ter inscris sau inscriptibil, (2). Fie m(£BAC) = x°, m(£LABC) =y°, m(LACB)
=27, (2). Conform (2), (3) = m(£LPVN) = 180° —x°, m(LMVN) = 180° - z°, (4).
Conform proprietatii unghiurilor in jurul unui punct, (3) = m(£PVM) = 360°

— (180° —x° +180° —)°) =x° +z°, (4). m(LPVM) + m(LPBM)=x"+z"+ g
y° =180°, (5). Conform (2), (5) = BMVP este patrulater inscriptibil, (6).
(1) 51 (6) = cercurile circumscrise triunghiurilor APN, BMP si CMN au punctul comun V.
17. Fie M, N, P centrele cercurilor, (1). Ip. si (1) = AM = AP =MB =MD = NB
= ND = NC = PD = PC, (2). (2) = AMDP, MBND, NCPD sunt romburi,
(3). (2)si (3) = [BN]=[AP] si BN || PC, (4). Paralelogramul este patrulaterul
cu doua laturi paralele si congruente, (5). Conform (5), (4) = ABNP — paralelo-
gram, (6). (5) si (6) = AB = NP, (7). Analog se deduce ca: BC=MP, AC =
MN. (8). Conform LLL, (7) si (8) = AABC = ANPM, (9). (2) = cercul circums-
cris triunghiului MNP este congruent cu cu cele trei cercuri, (10 ). (9) si (10) =
cercul circumscris triunghiului ABC este congruent cu cele trei cercuri.

18. Se construieste: 1) unghiul B cu rigla si raportorul; 2) paralela la una din-

tre laturile unghiului B la distanta r; 3) paralela la cealalta latura a unghiului B

la distanta 7; 4) punctul /, intersectia dreptelor construite la pasii 3 si 4; 5) cer- E
cul inscris 1n triunghi (de centru / si raza r); 6) D, punctul de tangenta al cer- L

cului inscris cu BC; 7) cercul de centru C si raza CD; 8) E, al doilea punct de

intersectie al celor doua cercuri; 9) dreapta CE; 10) A, intersectia dreptei CE B D\ C

cu cealalta laturd a unghiului B.

19. Se cerceteaza constructia care satisface conditiile cerute. Cercul de cen-
tru O contine punctele 4 si B, si este tangent dreptei d. AB intersecteaza d in C;
perpendiculara in B pe AC intersecteaza cercul de diametru 4C in D. Teorema
catetei implica: DC° = BC - AC, iar conform teoremei puterii punctului exterior:
EC*=BC -AC. Rezulta: DC = EC. Se construieste: cercul de diametru AC; per-
pendiculara in B pe AC intersecteaza cercul de diametru AC in D; cercul de
centru C siraza CD, care intersecteaza dreapta d in punctele £ si F, EC = DC = CF; perpendlcularele pe
d respectiv in E i F intersecteaza mediatoarea segmentului 45 in O, respectiv in O, . Solutiile problemei
sunt: cercul de centru O si raza OF; cercul de centru O, siraza O F.

20. Fie figura geometrica cu proprietatile cerute. Se aplicd proprietatea: razei
perpendiculare (diametrului perpendicular) pe o coarda; perpendicularelor pe
aceeasi dreaptd; liniei mijlocii a unui trapez. 4 este mijlocul [MN]; pr,, O = B,
mijlocul [AM]; pr,, O, = C, mijlocul [AN]; AF este perpendiculara in 4 pe MN.
Atunci F' este mijlocul [OO ]. Se construieste: mijlocul F al [OO, ]; segmentul AF; perpendiculara in 4
pe AF intersecteaza a doua oard cercul de centru O in M si cercul de centru O, in punctul N.

21. Fie triunghiul ABC care satisfice toate conditiile A A
din enunt. Cercul de diametru AD (mediana din 4) in-
tersecteaza a doua oarda AC in E. Atunci DE = d(D, AC) £ P
=0,5d(B, AC). Se construieste: punctul A; dreapta d,
C D B B D)

care contine [BC] la distanta data d(4, BC); mediana c
AD, D — mijlocul laturii BC; cercul de diametru 4D; coarda DE = 0,5d(B, AC); punctul C, intersectia

E._ C F
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dreptei AE cu d; punctul B, simetricul lui C fatd de D. Problema are 2 solutii, daca AD > d(4, BC), are o
solutie, daca AD = d(4, BC) si nu are solutii, daca AD < d(4, BC).
22. Se construieste unghiul CDB, C— O — D, (1). (1) implica: unghiul CBD este drept, (2).

C
e e . o a a T _ .
(1) si (2) implica: sin D = R > D 2R, (4). (1) implica: LBAC= LCDB, (5). (4) si (A‘

A 7B
= 2R, (7). ‘

(5) implica: =2R, (6). In acelasi mod se deduce: S.b =2R si

a
sin 4 in B

C e .. a b c
(6) si (7) implica: snd _snB _snC =2R.
23. Fie triunghiul ABC cu proprietatile cerute. Raza cercului circumscris
sepoate afla din teorema sinusurilor sau aplicand teorema lui Pitagora.
Cercul cu diametrul BC contine centrul de greutate, iar cercul cu cen-
trul D si raza AD = 3DG = 1,5BC contine varful 4 (intersectia cu cercul
circumscris). Se construieste: latura BC si se afla raza cercului circum-
scris; cercul circumscris triunghiului; se construieste cercul de centru D
(mijlocul [BC]) si raza 1,5BC. Intersectand cercurile se obtine varful A4
al triunghiului ABC (cel mult doua solutii de aceeasi parte a dreptei BC).
Solutiile sunt triunghiuri congruente.
24. Triunghiul ABC satisface canditiile cerute. El este Inscris in cercul de centru
O sirazd R, AE = h indltimea din 4, AD = m_lungimea medianei din 4. Se con-
struieste: dreapta d = BC; punctul 4 situat la distanta /2, de dreapta d care confine
BC; punctul E apartine d, AE = h ; punctul D, unul dintre punctele de intersectie
al dreptei d cu cercul de centru A4 si razd AD = m_ (daca m > h_ existd doud
puncte); punctul O, intersectia dreptei perpendiculare pe d in punctul D cu cercul g D E J/C
de centru 4 si raza OA = R; punctele B si C, intersectiile cercului (circumscris
triunghiului). Daca: 1) m_ > h_ problema are doud solutii; 2) m = h_ problema

sin C

are o solutie; 3) 4, > m_problema nu are solutii.

25. Triunghiul dreptunghic ABC satisfice conditiile cerute si M—/-D. El este
inscris 1n cercul de centru M si raza AM. [Al] este bisectoare a triunghiului
ABC, (1). Triunghiurile AMB si AMC sunt triunghiuri isoscele cu varful
M, (2). (2) = m(LABM) = m(LBAM) = x°, (3). (2) si (3) = m(LACM) \
= m(LMAC) = 90° — x°, (4). m(LDAC) =90° — (90° —x°) =x°,(5).(3) B WD C
si (5) = m(£LDAC) = m(LBAM) = x°, (6). (6) = [AI] este bisectoare si a

triunghiului AMD, (7). (7) = cercul de centru / si raza /D este tangent dreptelor AM si AD, (8). (8) =
Cercul de diametru M/ intersecteazd AM a doua oara in P, (9). (7) si (9) = [IP] = [ID]. Se construieste:
dreapta d care contine latura BC; punctul D al dreptei d; punctul / al dreptei d astfel incat triunghiul
AID este dreptunghic in D si [4]] are lungimea data; cercul de diametru MI; cercul de diametru M,
punctul P, intersectia cercurilor; punctul M al intersectiei dreptei d cu AP; cercul de centru M si raza
AM; punctele B si C intersectiile cercului cu dreapta d. Problema are doua solutii. Cele doua triun-
ghiuri sunt congruente.

26. De demonstrat ca F are proprietatea: (1). Se aplica proprietatile 4

AF _
FD AF
pentagonului regulat, (2). (2) = ABCD si ABCE sunt trapeze = ABCF este romb
(paralelogram cu doua laturi consecutive congruente), (3). Conform UU, ADEF
~ AADE (triunghiuri isoscele cu unghiurile opuse bazelor congruente), (4). (4)

. DE _FD

E 15 , (5). Conform (2), (3) = [DE] = [AE] = [AF], (6). (5) si (6) = (1). N v
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27. Diametrele AD, BE si CF sunt diagonale ale hexagonului regulat, (1).
(1) implica: MAD, MBE si MCF sunt triunghiuri dreptunghice, (2). Conform
teoremei lui Pitagora, (2) implica: MA* + MD* = 4R2, MB* + ME* = 4R2, MC* +
MF’=4R’, (3). (3) implicd: suma patratelor distantelor de la M pani la varfurile
hexagonului este constanta = 12R’. Rezultatul nu se modifica, daca M este un

varf al hexagonului.
28. Suma distantelor se afla in functie R, raza cercului circumscris. Latura

hexa-gonului regulat = R. Apotema hexagonului regulat = R2—3 Se aplica unici-

tatea perpendicularei construite dintr-un punct pe o dreapta sau mai multe drepte
paralele, (1). G =pr, M, H=pr, M, (2). [=pr, 0O, J=pr, 0, (3). Conform (1),

(3) implica: punctele 1, O, J sunt coliniare, (4). (2), (3) si (4) implica: punctele
G, M, H sunt coliniare; GHJI este dreptunghi, (5). (5) implica: suma distantelor de la M pana la AB

R‘/_

sSiDEeste IJ=2 - R\/g, (6). Acelasi rezultat se obtine pentru suma distantelor de la M pana

la laturile BC si EF sau CD si AF, (7). (6) si (7) implica: suma distantelor de la M pana la laturile

hexagonului este k = 3R‘/§.

29. Fie ON N AC = {E}, Se aplica teorema sinusurilor, (1). Se aplica teorema
tangentelor (a ciocului de pasare), (2). Conform (1), raportul lungimilor a doua
laturi ale unui triunghi este egal cu raportul sinusurilor unghiurilor corespun-
zétoare lor, (3). Fie m(LAQE) =x°, m(LAEQ) =)°, (3). m(LDQP) = m(£LENP)

= jumadtate din masura arcului mic PQ, (4). (4) = m(£LPQE) = m(LCNP) =
jumatate din masura arcului mic PN, (5). (4) si (5) = m(£LDQE) = m(£LCNE),
(6). La fel se deduce ca: m(LAQE) = m(£LBNE), (7). (7) = LAQE si LENC 4
20 sy NC S (9) 9) =
AE  sinx® EC  sinx°

(10). In mod analog se deduce ca punctul comun al dreptelor AC si MP im-
, Ié% i{\}{ gg, (11). (11) implica:
E este punctul comun al segmentelor AC, NQ si MP, (12). In acelasi mod se deduce ci segmentele BD,
NQ si MP au un punct comun, (13). (12) si (13) implica: diagonalele patrulaterului si segmentele PM,
NQ au punctul comun E.

30. Fie EF tangenta comuna cercurilor prin M. Se aplica teoremele: masura unghiului y E I
inscris, (1); masura unghiului format de tangenta cu o secanta, (2); a unghiurilor opuse B %
la varf, (3); a dreptelor paralele, (4). (1) si (2) > £LBAC = LBMF si LEMD = F

LACD, (5). (3)si (5) = LBAC= LACD, (6). (4) 5i (6) = AB || CD.

Modulul 7. Arii

Suplimentar
1. Triunghiul 4BC se descompune in triunghiuri.A/B, BIC si
AIC, unde [ centrul cercului inscris in triunghi de raza, (1). (1) =

&, = + A + & ,(2). Seaplicd teorema: raza in

ABC AIB BIC Al1C?
punctul de tangenta este perpendiculara pe tangenta, (3). (3) =

& =0,5cr, c=AB, (4). La fel se deduce: &, .= 0,5ar si

AIB BIC

&, = 0,5br, (5).ca: =0,5¢cr +0,5br + 0,5ar = pr.

BIC

D P

sunt suplementare, (8). (1), (3) si (8) =
AQ _NC L A0 _ AE
AE  EC ~ CN EC
parte segmentul AC intr-un raport egal cu (1 1). Conform (2)

ABC
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2. Se aplica T.Pitagora, (1). Unghiul ADC este drept, (2). Conform (1), A

A
(2) = AD’ = AC’ — CD’, (3). T.Pitagora Gen, implicd: AB’= AC’ + BC’
—2BC - DC, (4). AB=¢, BC=a, AC=b, (5). (4)si (5) = DC =
2 2 2 2 2 232 B CB -
T (6. ()50 ap = (T sy TP b
2 +b2— 2,2
wrb-cy o Vg AD = 44H (@ + B -
P)=>4d - AD’ =(a+b+c)Na+b—c)’—(a—b))=>4d’ - AD’=(a+b+c)a+b—c)c+a—b)c+

b—a),(7).a+b+c=2p,AD=h, (8). (7)si (8) = h Zc%\/p(p—a)(p—b)(p—c).

% P — @ —B)p 0. (2). (1) si (1) implica:

Y =>4d" - AD’ =(d + b + 2ab - cz)(c2 - (a2 —2ab +

3. Se aplica propozitiile: o

ABC
A, = \plp—p BN~ o).
4. Se aplica rezultatele de laex. 1 5i3. p=10cm, &, =+/10-3-5-2 = 10V3 cm’. A, = 10r.
Atunci 7 =3 cm.

5. %

ABC

= 0,5ah, (1); h =

_ abc
BCT 4R

=2R,(2). (D51 (2) >

. . o b
=0,5 B, (1). T 1 lica —
,Sac sin B, (1). Teorema sinusurilor implica sin B

6. ¢ =0,5acsin B si a _ b _ c _

. sind _SnB _snC 2R implica a =2R sin A, ¢ =2R - sin C, de unde e

ABC

= 2R’ sin 4 sin B sin C.
7. m(£C) = 105° = sin 105° = sin 75° = cos 15° = 0,97. Se tine cont ci: & , .= 2R’ sin 4 sin B sin C.

- ABC
Rispuns: o, .~ 31,04\2 cm’. o] o | + R
8. Se aplica formula lui Heron si celelalte formule demonstrate ol 1l aloviss 2 195 | 774195
mai sus. 3 195
9. &= p(p —a)(p - b)(p — ¢) sau &= 0,5h_a. Atunci:
=2 2 2 4\ cof (b= a)p —B)(p — o) sau &= 0,5ab sin C. Atunci: sin C

a b c
el :4 sinB:M sin4 = 2
ab ’ ac ’ bc -’ 4
11. Se aplica de doua ori teorema medianei pentru arii. Pentru triunghiul = NIE
ABC: of = ool (1). Pentru triunghiul BGC: of . = off . (2). Sescad | /NG
AN

ABD ADC? GBD GDC?
ariile. (1) si (2) implica: o, .= &, .. b) &, .=, . =05 - ,.(3).(2)sip
(3) implicd o, .= L .

12. Triunghiurile ABD si ABC sunt echivalente, (1). Rezulta ca =

AOD
gyABD n %OB’ g2{Boc - gyABC N g?[AOB’ (2). (1) 51 (2) implica: gyAOD - g?[BOC' i /;-I
13. K, L, M, N sunt coliniare. N, E, P, F sunt coliniare. ALNE este :
dreptunghi. M—C-I, P-B—-G. Ol || AC, OG || AB. Triunghiurile drep- K C e o G
tunghice CKM, NEA, IOG, PFB sunt congruente. Rezulta ACMN, ’ 'D
AOIC,ANPB, ABGO sunt paralelograme, de unde MC || AN, punc- ’ ’
tele N, A, D, O, H sunt coliniare, iar CDHI si DBGH sunt dreptun-
ghiuri. Din rezultatele anterioare se deduce: o/ le<4

CDHI = AOIC =
A . =

. x> (1). Analog se deduce ca: &, =

BGHD ABGO =
&y = o (2). (1) 51 (2) implicd: o, .= o, +

BGIC AEFB ACKL*

§_ -
~
~

N
N

\.
2\
t
~
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14. N, A, D, Q sunt coliniare. P, B, O sunt coliniare. De asemenea, M, C, N
H sunt coliniare. BO || NQ || CH implica ANPB, OQDB, QHCD, ACMN VAR
sunt paralelograme. Din rezultatele anterioare se deduce: &, .= / PR
gz4901%: g2{50QD + gyDQHC’ (1 g2{AEFB = g?[ANPB = gz{BOQD si gz{ACKL = gyACMN // \ 4 \
= ), (2). (1) 5i (2) implica: &, = o, + & . it VAN d
D F p // \‘ \ ‘\\\

15. Desenul se completeaza cu para- c \\ (AR \ s %
lele obtinand o retea de paralelogra- L)( y’/ \ L) B ) \‘D e
me congruente cu MNPQ. Completati )% / \ P / B
desenul cu litere si demonstrati prin N v \‘\ I .

G A \ i
congruente de triunghiuri ca &, «l \ o\ X 0 0 H
=102, Asad %’V”Q—m /\\/
- o Asadar, t,, O A B

16. a) Fie M simetricul lui G fatd de D. Se demonstreaza ca o, = 3o/, . sicd C

ABC N\
o, = &, . Triunghiul GBM are lungimile laturilor 4 cm, 5 cm, 7 cm. Aria \\ M
lui.se calculeaza apl.icﬁ‘nd formula lui Heron. b) Se procedeaza ca la a) Triun- / ~ §§>D\ \
ghiul GBM are lungimile laturilor 10 cm, 24 cm, 26 cm. Deoarece 10, 24, 26 \&
este un triplet pitagoreic, trriunghiul GBM este dreptunghic. o, = (1024 : 4 B

2) cm® =120 cm”. Raspuns: o, .= 360 cm’. ¢) Se procedeazi ca la b).

17.Setinecontcacd , =+ +H +

ABCD AOB BOC COD A0D? (1)’ §Lca unghlurlle

C
suplementare au acelasi sinus, (2). (2) implicd; o, , = 0,5 - O4 - OB - sin O;
&, .=05-0C-0B sin0; ¥, =05 -0C-0D-sin0; &, =05 0C
“OB-sin0,(3). A, + &, +H,  +H, =05 04-0B sinO+ 4 B

0,5-0C-0OB-sinO+0,5-0C-0D-sinO+0,5-0D-0A4 -sin 0=

0,5 0OB(0OA4+ OC) - sin O+ 0,5 OD(04+ OC) - sin0=0,5-d(0OB+0D)-sin0O=0,5-dd -
sin O, (3). (1) si (3) implica: o, , = 0,5d,d, sin O.

18. Deoarece ABCDeste inscriptibil, AMAB ~ AMCD, (1). (1) implica (v. desenul)

x - F % (2. () implica (¢~ @ =abe + d, (= @)y = @b+ acd, (3).
%AB: 0,25\/(x +y+a)xt+y—a)- \/(x—y +a)(—x +y+a), (4). (3) implica:
AF-ax+yt+ta)=ala+c)btd—a+c),(c—a)\x+y+ta)=a(-a+b+c+d)sau(c—a)x +y+a)
=2a(p-a);(c—a)\x+y—a)=ala+b-c+d)sau(c—a)x +ty—a)=2a(p—c),(cta)x—y+a)=ala
+b+c—d)sau(cta)x—y+ta)=2a(p-d);(cta)(—~x+y+a)=ala—b+c+d)ysau(c+a)(—x+y+

aZ

a)=2a(p - b), (5). (4) si (5) implicd ¥, = 2 N —a)p—-b)p—-c)p-—d),(6).(1)si(2) implica
e~ 2 oA 2 2
succesiv: 7 = = —7 = 5 (7). (6)5i (7) implica o, = (7~ )P~ BYp — )P — ).

19. gall este aria semicercului de diametru AB, cﬂ(z este aria semicercului
de diametru AC, o este aria semicercului de diametru BC. o = o, +
&+ &, — o =02574B> + 0,2574C* + &, .~ 0,257BC* =

ABC ABC ABC”

A
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20. Se aplica formula lui Brahmagupta.

A
21. D apartine laturii BCatriunghiului ABCsi E este mijlocul [AD]implica o/, /‘\\\
=20, (1). F este mijlocul [BE] implicd o/, .= 20%,,, (2). G este mij- / /\‘g\~\
locul [CF] implica &, =2e%,, ., (3). (1), (2) si (3) implica o, . =9 cm’. 5 3 \\‘¥;\$ c
22. Aria patratului este 2R’; aria triunghiului echilateral circumscris aceluiasi D
cerc este 3R™\3. Raspuns: 2\95 4
23. P=pr,.A. Aplicand formula lui Heron, ¥, .= 84 cm’,iar AP=(2-84: M
14)cm =12 cm. o, =42 cm’, PC =9 cm. TFA implicd AAPC~ AMNC, de
AP PC MN 4
unde MN - NC S TNe T (1) 0,5MN - NC = 42 cm?, (2). Inmultind (1) si — c
(2), se obtine MN = 4\ﬁ cm.
24.E=pr, M, F=pr, M. Triunghiurile MED si MFN sunt asemenea. D~ Iy
I
E
DE ME T
Realtd 5= ="rm. deunde NF=5:4=12. &, =, .~ H,, / e
~__E B A
46+35): 1,2 QQ(ADMN QQ(ADMF_ stMNF - // \ /
46+5):2-5-1,2:2=19. / D\ ¢
25. Fie R raza cercului, R = AE = AF. [EB] = o F A = N F = B
[BD] = [DC] =[CF], [BD] = [4D],AD =0,2 - \ /
3v2 em=1,5v2 cm. R= (3 + 1,5V2) cm. Ny S
Modulul 8. Poliedre
Suplimentar

1.a) MA L (ABC) si BD inclusa in (ABC) implica BD L AM, (1). [AD] — diametru implica BD L
AB, (2). (1) si (2) implica BD L (AMB), de unde MB L BD.2.a)M ¢ (ABC) si MA L (4ABC) implica:
MA L BC, (1). ABCD este dreptunghi implica: BC L 4B, (2). (1) si (2) implica: BC L (AMB). Re-
zultd MB L BC.3.a) M & (ABC) si MA L (ABC) implica: MA L BC, (1). ABCD este patrat implica:
BC 1 AB, (2). (1) si(2) implica: BC L (AMB). Rezulta MB L BC. 4. a) Deoarece [AD] este diametru,
unghiul ABD este drept. Rezulté cé AB 1L BD,(1). M ¢ (ABC) MA L (ABC) si BD inclusa in (4ABC)

5. a) [AD] este dlametru perpendicular pe coarda BF in P. Rezulta
ca BF L AP, (1). M & (ABC), MA L (ABC) si BF inclusa in (ABC)
implica: MA L BF, (2). (1) si (2) implica BF L (APM). Rezulta
MP L BF, de unde P=pr, M
6.a)B¢p C= pr, B(BC 1 B, a c pimplica: a L BC, (1). D=pr,C
implicia L CD, (2). (1) si (2) implica: a L (BCD). Rezulta BD 1 a,
D = pr B. [BD] este ipotenuza triunghiului dreptunghic BCD, de unde
(T. Pitagora) BD =25 cm.

7. a)B&p, C=pr,B(BC L f),aC fimplicd:a L BC,(1). D=pr B
implicd @ L BD, (2). (1) si (2) implica: @ L (BCD). Rezultd CD L a, D = pr,C. [BD] este ipotenuza
triunghiului dreptunghic BCD, de unde (T. Pitagora) CD = 5v5 cm.

8. a) [BD] este ipotenuza triunghiului dreptunghic BCD, de unde (T. Pitagora) BC = V161 cm. 9. a) [4,0] este ipo-
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nuza triunghiului dreptunghic 4 04, de unde (T. Pitagora) 4,0 = 2,5V5 cm. 10. a) [BE] este
diametrul perpendicular pe coarda AC in P. Rezultd ca BE L AP, (1). M ¢ (ABC), MA L
(ABC) si BE inclusa in (ABC) implica: MA L BE, (2). (1) si (2) implica BE L (APM). Re-
zulta MP L1 BE, de unde d(M, BE) = MP. [MP] este ipotenuza triunghiului dreptunghic
MAP. AP = jumatate din lungimea laturii triunghiului echilateral Inscris in cercul circumscris

hexagonului = O,SAB\@ = 4\3 cm. Rezulti MP = 8V3 cm. 11. a) Cf. rezolvarii ex. 5, d(M, BF) = MP,
P — mijlocul [BF]. Se arata ca AP = 0,5R = 0,548 = 1 cm. Se obtine MP = V197 em. 12. a) Se arata
ca d(M, BD) = MO, unde O este intersectia diagonalelor. [MO] este ipotenuza triunghiului dreptunghic
MAO. MO = 15\2 cm. 13. a) Triunghiurile dreptunghice MOA, MOB si MOC sunt congruente. AM =
MB = MC =41 cm. 14. a) Triunghiurile dreptunghice MID, MIE si MIF sunt congruente. DM = ME =
MF = 5V41 cm.. 15. a) IM =21 cm. 16. a) [IM] este cateta a triunghiului dreptunghic /MFE cu ipotenuza

[ME]. IE =8 cm, IM = 6\17 cm. 17. a) ABC este triunghi echilateral cu centrul cercului circumscris
0. Conform teoremei punctelor egal departate de punctele unui cerc, d(V, (4BC)) = VO. Se obtine VO

=321 cm. 18. Se tine cont ca R =2r. a) d(V, (4BC)) = VO = 16V2 cm. 19. a) Deoarece V este egal
departat de punctele 4, B, C, D rezulta ca V apartine perpendicularei pe (4BC) in centrul O al cercului

circumscris triunghiului ABC. d(V, (ABC)) = 10415 cm.

Modulul 9. Corpuri de rotatie

Suplimentar

1. Teorema liniei mijlocii implica: segmente EF si GH sunt paralele si
congruente, (1). (1) implica: EFGH este paralelogram. Rezulta ca: EG
si FH au punctul comun P, (2). La fel se demonstreaza ca EG si 1J au
acelasi mijloc, punctul P. P este mijlocul comun al segmentelor de-

) D, C, terminate de mijloacele laturilor opuse ale tetraedrului.
INE B, 2. Fetele cubului sunt patrate cu laturile de 7 cm. Diagonalele

fetelor sunt segmente de lungime 7v2 cm. Prin urmare, triunghiul
¢ BC A, este echilateral. Aria lui este 0,5(7v2)’ V3 cm’ = 7V3 em’.

NI/
A B
3. Conform teoremei fierdstraului, intersectiile planului MDB cu planele ba- NG
zelor sunt drepte paralele. Triunghiurile dreptunghice D DM si B BN au ca-

tetele respectiv congruente. Prin urmare, BNMD este trapez isoscel. Aplicand ElL 22 F

teorema lui Pitagora, DM = BN = 2v/5 cm. Diagonalele patratului cu laturile D 2 \2
de 4 cm au lungimile de 42 cm. Proprietatea liniei mijlocii implicd MN = 1 |

242 cm. Inaltimea trapezului BNMD este 3v2 cm. Aria trapezului este al
0,5(4V2 +2v2)3v2 em’ = 9 em’. Coel
4.36 : 6 = 6. Aria bazei prismei este %, = 6 cm’. Patratul ABCD are laturile Bl
de V6 cm si AC =243 cm. 36 + 12 = 48 = (4y3)". Triunghiul dreptunghic b o 4
BD D are o catetd de 243 cm (BD). si ipotenuza de 4v3 cm. Unghiul format Q B,
de diagonala prismei D D cu planul bazei prismei este 2D BD de 60°. D,

5.128V2 1 (4V2)=32;32:4=8. o/ = P,- A4, = 44B- AA,. Rezulta:

AB =8 cm; AC =842 cm; A0 =42 cm. Se aplica teorema celor trei perpen- B
diculare: 44, L (ABD) i AO L BD implici 4,0 L BD.AO L BDsi A O L D )

BD implica: masura unghiului format de planul 4 BD cu planul bazei =
m(£A4,0A4). Triunghiul 4,04 este dreptunghic in O este isoscel. Rezultd: m(Z4,04) = 45°.
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